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ПРЕДИСЛОВТЕ, 


Настоящий „Курсъ высшей математики“ написанъ для моихъ 
слушателей въ пособ къ лекщямъ, которыя я читаю въ Москов- 
скомъ Коммерческомъ Институть и на Архитектурномъ Отдвлеши 
Училища Живописи, Ваян!я и Зодчества. Для студентовъ, спещаль- 
ные интересы которыхь сосредоточены внф математики, изучене 
посльдней не имфеть самодовлфющей цёли. Но т% требованя, ко- 
торыя предъявляются. къ математикБ науками о природф или инже- 
нернымъ  искусствомъ и техникой, не могуть быть сведены къ 
простому собраню формулъ, имфющихь то или иное прикладное 
звачеше. Математику нельзя изучить какъ сборникъ рецептовъ 
потребныхъ на всяюй случай. Не тольхо самодовльющее, но и 
служебное значене математики заключается въ выработк® 
привычки къ математическому мышлен!ю. Даже при ма- 
ломъ запасв свфдьн математически воспитанная мысль позво- 
ляетъ использовать этоть запасъ въ надлежащихь цьляхъ, а безъ 
привычки къ математическому мышленго и большой запасъ теоремъ*® 
и формупь является. безцёльнымь, втуне лежащимъ, ненужнымъ 
богатствомъ. 

Пособе къ лекщямъ должно преслФдовать ту цфль, чтобы вы- 
звать мыспь изучающаго къ самостоятельной работЪ, и потому не 
можетъ не выходить за предёлы экзаменашовныхь программъ и 
требован!й, чтобы студенть могь найти въ немъ ту или иную 
мысль, затронутую на лекщи, развитою до конца, могъ найти въ 
немъ и матералъ для самостоятельной работы въ видЪ вопросовъ 
и задачъ. Чтобы ввести въ эту необходимую при изучени мате- 
матики самостоятельную работу, въ предлагаемомъ пособи дано 
много примфровъ, рьшенныхьъ задачъ, представляющихъ практиче- 
с®й ипи теоретичесий интересъ и приноровленныхъ къ ходу раз- 
вит}я математическихь идей курса. Съ тою же цфлью болфе или 
менфе выдержанъ характеръ изложеня — отъ конкретнаго къ отвле- 


м 


ченному и обратное примфнеше отвлеченнаго къ конкретному; 
много вниман!я удфлено предварительному выяснеМю самой по- 
становки вопроса и его значеня, а потомъ уже слфдуеть развите 
вопроса, 

Курсъ разбитъ на два тома, Въ первый томъ вошли 1) анали- 
тическая геометря на плоскости и въ пространствь и 2) первая 
засть дифференшальнаго и интегральнаго исчиспенй. Въ этой пер- 
вой части устанавииваются основныя понятя ‘анализа; поняте 
функши (одного независимаго перемЪннаго), теоря предфловъ, по- 
нят!е производной, дифференшала и интеграла и ихъ геометриче- 
ское значене; указаны способы дифференцировая и интегриро- 
ванЁя (безъ подробваго разсмотрьн!я интегрировав!я рашональныхъ 
дробей и трансцендентныхь функщй) и геометричесмя приложеня 
интегральнаго исчислен!я. Вторая часть дифференщальнаго и иите- 
гральнаго исчисленй ‘(интегрирован!е ращональныхь дробей и 
трансцендентныхь функщи, функШи многихъ перемфиныхъ, разло- 
жене функшй въ ряды и пр.) составить содержаше второго тома, 
куда отнесено также и приложен!е анализа къ геометри. Такимъ 
образомъ задача перваго тома установлене основныхь положенй 
и методовъ, задача второго развит!е тЁхъ и другихь. 


А. Власова. 


Москва. 
10 пюня 1914 г. 


СОДЕРЖАНТЕ. 


ВВЕДЕН! Е. 


ЗНАЧЕНЕ МАТЕМАТИКИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ ОБЗОРЪ ЕЯ 
основныхъ понят. 


ао: 08 Фо 9: Здъ д мл ча 


Стр. 
1. Отношен!е математнки къ наукам о природв и наукамъ прикладнымь ы 
2. Число н вычислеще ое с 3 
3. Прямыя дьистьЫ съ ЦЬлыни числами, законы вычисления. . . 3 
4. Обратный дыйстыя и путь обобщеня поняйя числа . . . . 5 
5. Дробныя числа. ‹ оо еее: = 5 
6. Величина и изифрен1е, Рашюнальныя и иррашональныя числа . - 6 
7. Нуль и отрицательныя числа. Полный рялъ дъйствительныхь чисель 10 
8. Постоянныя и перемённыя величины. Функция. „ось о 13 
9. Предёлъ. В В В . В В В В В В В В В . И 
10. Методы математики. › уе не 18 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 
ГЛАВА 1, 
МЕТОДЪ `КООРДИНАТЪ. 

$ 1. Предмет аналитической геометри 2. ее. ‹ 19 
$ 2. Опредьлене положен точкя ва прямой, сое ь о 19 
$ 3. Опредьлеше положешя точки на плоскости . .°: . х 
$ 4. Опрекьлене положешя точки въ пространств. . . . . . 23 
$ 5. Разотояне меду двумя точками, . . . д № 

$ 6. Вычислеше коордивать точни, пълишей данный тЬзокт въ данном 
отношени В В . В В В . В В В В . . 2% 
$ 7. Вычислеще площади многоугольника по координатам его вершинь. 30 
$ 8. Перемённыя (текушия) координаты, Геометрическое значене уразненй 34 
$ 9. Прамфры составлешя уравнешя данной лини, . . . . 3 

$ :0, Примфры построеМя лини по данному уравненю, связывающену 
техущыя координаты, ‚уе на 9 
<2 


Упражнен я (оу вн в в 


зо сос мама Ам ма ма 


чоа зоо ре ча ово Фр 50а дл объ 5 «о зв 


УШ 


ГЛАВА 1. 


ПРЯМАЯ ЛИН!Я, 


1. Уравнен!е прямой съ угловымъ козффищентомь ®, . . . - 
2. Опрёдьлеше угла между двумя прямыми, данными своими уразне- 
ями В В . * “ * В * . . В В . . 
3. Уравневе прямой въ отрЬзнаяь. ое в’: 
4. О проекщяхь - ду 
5, Норнальнов уравнеше прямой, 
6. Опредёлеше разстояня точки отъ прямой, ‚ . . . , 
7. Уравнеше прямой даннаго направпеня и проходящей черезь данную 
точку ое и и 
8. Уравнене прямой, проходящей через даф данныя точни , . 
9. Общий обзоръ и постановка различныхь задачъ относительно прямой 
10. Обобщешя на случай косоугольной системы коордвнать” . . . 
Упражнения ое еее 
ГПАВА Ш. 
`КРУГЪ, 
1. Различные виды уравненя круга, ее 
2, Степень точни относительно круга ое о 
3. Радикальная ось. ооо че ео 
4. Пучокь круговъ о ее 
Упражнен!я ин 
ГЛАВА 1\. 


эллипсъ, ГИПЕРБОЛА И ПАРАБОЛА. 


1. Коничесия сбченя ‚о... . . 
2. Эллилсъ, Составлеше его уравненй.. . . .- (ия 
3, Изслълован!е уравнешя эллипса. Опредфлен!е вида этой кривой. - 
4. Построен е фокусовь эллипса. Эксцентрицитеть о соз оз 
5. Гипербола, Уравнеще ея. ‚о. о. У 
6, Изсльдован!е уравшешя гиперболы. Олредфлене вида этой кривой... 
7. Построеше гиперболы ‚ое, : .. 
8, Директрисы эллипса. . . о... . ии. + 
9. Директрисы гиперболы. у . 
$ 10. Парабола ‚ . . ине .. 
11, Изсльдоване уравненйя параболы. (о, о о: 
12, Построеше точекь параболы ‚ое ев 


13. Делйская задача. . . ‚ 


Упражнен{я` 


Стр. 
43 


46 
48 
49 
52 
56 


65 
68 
20 
70 


72 


х 


ГЛАВА \. 


ОЧЕРКЪ ОБЩЕЙ ТЕОРШИ КРИВЫХЪ ВТОРОГО ПОРЯДКА, 


1. 


вез оо Е ро 
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ча ро ча зо < 


Преобразоване координат „оС .., , а 
Кривая второготиоряднах оу ии ее, 
Безконечно удаленныя точки кривой второго порядка. . 1, . 
Преобразоваше уравнев!я кривой второго порядка при параплельномъ 

перенесены осей. Центръ кривой, . . , с... 9 


. Кривая, расладающаяся на пару прямыъ. (о. 


Главныя оси кривой второго порядка - В * . В . . . 
Сопряженные щаметры кривой второго порка . . . . . 
Преобразоване уразненя кривой съ центдокъ въ безконечноти . 


Заключене. оо 
Упражненя „ое. он у 
ГЛАВА \. 


ПОЛЯРНЫЯ КООРДИНАТЫ. 


. Основная мыгль поорлинатиаго опредфленя положенм точйи на плс- 


вкости, уе еее 
Полярная система координать. (ое уе на 


Полярное уравнеше эллипса, гиперболы и параолы . . . - 

Спирали, еее 

Упражнения ое ууу нана 
` ГЛАВА УН. 


МЕТОДЪ КООРДИНАТЪ ВЪ ПРОСТРАНСТВЪ. 


. Прямоутольная система коорлинать въ пространств, =, - 


Разстоян!е между двумя точками . 
Вычислене координать точки, дЬпяшей данный отрёзокъ въ панномъ 


отношение ее 
Теорены о проекшихь уе еее 
Опрёдьлеше направлешя прямой въ пространств, Уголъ между 

двумя прямыми... . . - . 
Геометрическое значене уранейй . . . . › 
Примфры составлены уравнены данной поверхности 
Уравнеме плоскости. „ое ее 
Опредьлене утла между двумя плосностяян . . 
Уравненя прямой лини вЪ пространсть. . . . . . 


. Опредьлеве разстояня точки оть плоскти . . . . . - 


Упражнения „Мозес + 


Стр. 
109 
116 
118 


123 
126: 
130 
134 
137 
145 
145 


150 
151 
154 
156 
160 


за 
165 


166 
167 


170 
172 
175 ° 
177 
182 
184 
9 
54 
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$ 11. Круговыя сёченыя поверхностей‘ второго порядка: 


5 
$ 
$ 
5 
$ 
$ 


чара =” 


х 


ГЛАВА У. 


ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА, 


1. Поверхности, представляемыя уравненями второй степени относи- 


тельно текущихь координать , 


2; Цилиниры 
3. Конус ее 
4. Эплипсоидь о. с 
5. Гиперболоияы (1... - 


6, Асимптотическй конусъ . . 


7. Прямолннейныя образующя гиперболонда перваго рода 


8. Параболоиы |... 


9. прямолинейный образующуя гиперболическаго параболовла 
$ 10, Плосши сфченых поверхности второго порядна . 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ 


ИСЧИСЛЕНИЯ. 


Первая часть. 


ГЛАВА 1. 


ЭЛЕМЕНТАРНЫЯ ФУНКШИ, 


1. Функции ихъ опредёлеше 
2. Стевены уза”.. , . . - 
3. Показательная фунншя 


4. Погариомическая фуницы: у = 200. = 


5. Тригояометрическя функц . 


6. Крутовыя иди циклометричесвя Функщи, 


Упражнен! я я 


ГЛАВА И. 


ОСНОВАШЯ УЧЕНЯ О ФУНКШЯХЪ. ТЕОРЛЯ ПРЕДЪЛОВЪ. 


1. Веэконечно больш!я и безконечно малыя величины 


2. Предёль . 


3. Предложены © предьлахь сумны, произведешч м частнаго 


4. Примфры нахожщеня предёловь . 


‚2. 
. 247 


Ж 


Стр. 

$ 5 Безконезно малыя и безконечно большя величины различныхь по- ” 

рядковь ина а 28 

$ 6. Непрерывность и прерывность фунншн „ . ;. се. . . 265 
$ 2. Теоремы о предьль суммы, произведеня и частнаго въ случа нелре- 

рывнаго измфнешя перемфнныхь . ‚о... . 2 

$ 8 Примфры прерывности функции . . . . , , . . 22 

$.9. Непрерывность элементарныхь фунний . . . . . ‹ . 25 
$ 10. Дополнительное опредфлене показательной функши и логариема: ихъ 

и непрерывность ое и 26 

$11, Основныя свойства непрерывных фукшй  ,‚ . . . , . 284 

Повторительные вопросы . . . т. . 28 

ГЛАВА 1. 


НАЧАЛА ДИФФЕРЕНШАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. ДИФФЕРЕН- 
ЦИРОВАНИЕ РАШОНАЛЬНЫХЬ ФУНКШЙ. 


$ Ъ Хорь измъненя функция сре. 2 26 
$ 2, Производная функшя, Ея геометрическое значеше. . . . . 29 
$ 3. Вторая производная, Различный харантерь изгибовъ кривой лини , 309 
$ 4. Дифференшаль и его теометрическое значене. ‚ . , . . 95 
$ -5. Производная степени и постояннаго (0... 3 
$ 6. Обияя правила дифференцированы фунши . . . . .. , 39 
$ 7. Обозначеще производныхь, введенное Лейбницемь. . .. 3% 
$ 8 Примьрь изучения хода измфненя фунищи и построеще графики ся, 326 
$ 9. Механическое и физичесное значене производныхь функши —. . 330 

Упражненя о уу в 33 

ГЛАВА 1%. 


НАЧАЛА ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. ОПРЕДЪЛЕННЫЙ И 
НЕОПРЕДЪЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЪ. 


$ 1. Фунишы, иъющя одну и ту же производную. Теорема Ролля и тео- 
`рема Лагранжа о хонечныхь приращенихь ‚ , . . . 337 
$ 2, Постановка задачи интегральнаго иочисленя. . . ‚ . . 344 
$ 3. Другое геометрическое значеще начальной функц! и ея производной, 348 
$ 4. Опредёленный интеграль (р. 2 3 
$ 5. Неопредфленный интераль го; ое и 37 
$ 6. Осиовныя свойства опредфленныхь интегралов . . . . - 362 
$ 7. Два общихь правила неопредъленнаго интегриронашя . . . 365 
$ 8 Вычислеще опредЪленнаго интеграла помощью неопредьленнаго инте- 
трированя. Основное предложеше интегральнаго исчислемя —, 361 
$ 9. Доказательство сушествованя интеграла и первообразной функци 
независимо отъ гвометричеснихь интерпрташи |, . . . 310 


Упражнен+я де в 3 


ХИ 


ГЛАВА У. 


ОСНОВНЫЯ ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЦАЛЬНАГО И ИНТЕГРАЛЬ- 
НАГО ИСЧИСЛЕНЯ, 


Стр. 
$ 1. Дафференцироваше функщи оть функци се. , 325 
$ 2, Производная степени съ дробнымъ и отрицательнымъ показателемъ. 377 
$ 3 Прещёль выраженя (1-1) ее т 880 

$ 4. Производная показательной функши и соотефтетвующая фориула 
интегральнаго исчислены. . .. . - (о 388 

$ 5 Промоводная логарненической функцм и соотрыотвующая фориула 
интегральнаго исчисления о. зо о ах 991 
$ 6. Графики показательной и погариомняеской фунцй . . . . 396 
$ 7. Примънещя показательной фуннци . . . (- . 397 

$ В Производныя тригонометрическихь фуниши и соотрвтствующеы фор. 
мулы интегральнаго исчисленя с. 3% 
$ 9, Графики фунишй: зшх, созх, щи, соц, ‚о. с. с о. 404 

$ 10. Производныя обратныхь тригонометрическихь или круговыхь фуннши 
и соотвфтствующия формулы интегральнаго исчислены . . . 409 

$1. Примфнеще логарменической производной пря дифференцированы 
нъкоторыхь функций. . . уе о 48 

$12. Таблица основныхь фориуль дифференшальнаго и интегральнаго 
исчислены еее 490 

$ 13, Общя правила неопредфленнаго ивтегрировашя. Слособъ подста- 
човки, Интегрироване по частямь сре . 49 

$14. Введене новаго перекфинаго и интегрироване по частянъ въ прим- 
нени къ опредбленнымь интеграла (с. с 425 
Повторительные вопросы о. , . . 428 
Упражнения ууу 49 

ГЛАВА \1. 


ДОПОЛНЕНЯ КЪ ТЕОР1И ОПРЕДЪЛЕННЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ, 


{Обобщеня, приближенное вычнслеме и оцфнка). 


$ 1 Интегралы съ беэконечными предфлани . . . . . , . 434 
$ 2. Интегралы прарывныхь фувкши . . д 4% 
$ 3. Межаничесыя квадратуры, Формула трапещй и форнула Сиитосна ‚ 443 
$ 4 Ощьнка значеня опредёпеннаго интеграла . . , , . . 452 


Упражнен} я и в т 


хи 


ГЛАВА УП. 
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КУРСЪ 
ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ. 


ВВЕДЕН!Е. 


ЗНАЧЕШЕ МАТЕМАТИКИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ ОБЗОРЪ ЕЯ, 
основныхь понятий. 


$ 1. Отношенёе математики къ наукамъ о природь и наунамь при- 
хладнымъ. Натуралистъ, изучающий природу, все равно въ теорети- 
ческихъ ли интересахъ, или въ цфляхъ угилитарныхъ, какъ только 
вступаеть на путь точнаго знанГя, необходимо сталкивается 
съ такого рода количественными соотношенями, которыя не укла- 
дывактся въ рамки простой аривметики. 

Идеализируя результаты непосредственныхь изслфдованй, строя 
ТЬ или иныя гипотезы, онъ ограничивается сначала простыми со- 
отношенями, но дальнфйшая теоретическая обработка опытныхъ 
данныхъ приводить къ такимъ зависимостямь между различнаго 
рода величинами, которыя требуютъ для своего выражен!я и изслф- 
дован/я усовершенствованнаго языка математики. И этоть усовер- 
шенствованный языкъ часто является необходимымъ ключемъ, откры- 
вающимъь его обладателю дальнёйцИя перспективы строимой теор{и. 
Натуралисть должеяъ такимъ образомъ понимать языкъ математики. 

Съ другой стороны -- инженеръ, техникъ, архитекторь—при со- 
здани своихъ произведений стремятся использовать данныя природы 
‚для цфлей служеня человЪку. Въ этомъ стремлени одна изъ пер- 
выхъ ихъ заботъ--придать предметамъ такую форму или располо- 
жить ихъ въ такой порядокъ, чтобы распредьлеше тфхъ или иныхъ 
входящихь сюда величииъ было наиболфе иьпесообразнымъ, наи- 
болфе выгоднымъ и требовало нанменьшей затраты человфческаго 
труда. Возможность достигнуть такого рода цФлесообразности обу- 
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2 ВВЕДЕНЕЕ. 
словливается существующими зависимостями между формою пред- 
метовъ и различнаго рода величинами. Дия выражен я и изучешя 
этихъ зависимостей необходимъ усовершенствованный языкъ мате- 
матики. Инженеръ, техникъ, архитекторъ въ такой же, если не боль- 
шей степени, чфмъ натуралистъ, должны быть и математиками, Ма- 
тематика даетъ имъ средство предсказать напередъ чертежами и ра- 
счетами, какова будетъ форма ихъ создашя и цфлесообразно ли будетъ 
въ немъ распредълене силъ, массъ и другихъ какихъ-либо вепичинъ. 

Но математика, преслфдующая свои теоретичесмя цфли, цфли 
чистаго знаны, служитъ для нихъ лишь вспомогательной наукой. 
Практинъ долженъ понимать языкъ вспомогательныхь средствъ 
практическихь примфненйЙ математическаго вычислешя, долженъ 
умьть обращаться со всевозможными таблицами, графическими вы- 
численями (номотрафией), сокращенными вычислен!ями, различнаго 
рода даграммами`и т. п. Однимъ словомъ, практикъ долженъ взять 
отъ теорна прежде всего то, что ему необходимо. Но чтобы умвть 
взять оть математики. необходимое, онъ долженъ быть ор!ен- 
тированъ въ освовныхъ понят1яхъ ея, долженъ научить- 
ся мыслить въ свонхъ задачахъ математически, т.-е. 
умфть примфнять къ своимъ задачамь математическ!е методы 
изсльдованя. 

Самое трудное при изучен:и всякой вспомогательной науки— 
это войти въ интересы этой науки, которые при первомъ взгляд 
кажутся дапеко лежащими отъ ближайшихь интересовъ изучающаго. 
На математику нельзя смотрфть какъ на сборникъ готовыхъ рецеп- 
товъ, нельзя изучить математику, какъ такой сборникъ, но мож- 
но только изучать: цфнность заключается не въ пробрфтенныхь 
свъдьныхь, какъ таковыхь,--свфдЬНЯхь, мнома_ изъ которых быль 
можеть и не имьоть + риложений, а въ пр!о- 
фрьтенномъ при изучен!и навыкв мыслить твии п.о: 
нят1ями и образами, которые составляютъ эти св%- 
дън!я, Ближайшимъ: побужденемъь къ прюбрьтеню такого навыка. 
и служить понимане интересовъ изучаемой науки и обратно—пр!- 
обрфтаемый навыкъ расширяетъ понимане интересовъ и цфлей мз- 
тематики. Но съ чего начать? гдф нужно искать‘ начальнаго инте- 
реса, вводящаго въ научене математики? Основныя понят, возни- 
каюция въ нашей мысли вмстф съ представлешемъ о математикь, 
суть число и вычислеще, величина и измёрене, геометричесяе 
образы и построеше. 

Прежде всего и должно отдать себЪ отчетъь въ томъ, что раз- 


ОБЗОРЪ ОСновныхъ ПОНЯТИЙ. з 
‘умфютъ ‘подъ этими терминами, каше возникають эдёсь вопросы и 
затрудненя, кая новыя идеи надо присоединить. къ этимъ поня- 
тямъ, чтобы войти въ дальньйше интересы математики. Въ нашу 
задачу не входитъ всестороннй анализъ ея основъ, преслфдующЯ 
цВли фнлософския, или цфли чистаго зная. Наша цфль лишь вы- 
иснить генезисъь основныхъ понятй, намётить путь постепеннаго 
формированя математическихь представлен, 


$ 2. Число и вычислене. То, что разумфется подъ числомъ въ 
математик, представляется очень ‘сложнымъ поняцемъ. Это 
понят образовалось путемъ постепенныхь обобщенй, диктуемыхъ 
потребностями и теори и практики. Первоначально составляется 
поняте о цвломъ чиспф путемь счета предметовъ, составляю- 
лщихъ то или другое собраше, совокупность будемъ говорить—мно- 
жество. Число и характеризуеть вЪ соотвфтствующемъ—количе- 
<твенномь—отношени это множество. Счётъ же сообщаетъь этому 
понятпо числа другой характеръ, характеръ порядковый, именно 
число является отмёткой того мЪста, которое занимаеть посльдий 
злементь множества, расположеннаго въ какой-либо порядокъ. Это 
понят о числ и является прототипомъ общаго понятя о немъ, 
‘за счетъ, какъ элементарная операшя, элементарное дьйств!е надъ 
числомъ,—прототипомъ общаго поняя объ операшяхъ надъ чи- 
слами, прототипомъ общаго поняйя 6 вычислен!н. у 

Соотвфтственно количественному и порядковому характеру поня- 
т1я числа можно установить дв® точки зрыня и на ть отношеня 
‚между числами, которыя характеризуются словами: больше, рав-. 
но, меньше. Съ одной точки зрёня— это отношеня величинъ 
между собой, съ другой — распредфлене сравниваемыхъ чиселъь по 
мЪсту, занимаемому ими въ опредфленномъ рядЬ. 


$ 3. Прямыя дЪъйств{а съ цёлыми числами. Замоны вычисления. Пря- 
мыя дьйствм надъ цфлыми Числами—сложене и умножен!е-—сво- 
дятся, согласно первоначальнымъ опредфлешямъ этихъ дЪйстьй, къ 
простому счету, являются комбинированнымъ счетомъ: приложить 
одно цлое число къ другому, умножить одно цЪлое число на другое 
въ конц концовъ значитъ сосчитать. Свойства, которыми облада- 
ють эти дЬйстыя, являются въ то же время и основными свой- 
ствами множествь и счета или логически выводятся изъ этихъ 
основныхь свойствъ и составляютъ основные законы вычи- 
<лен!я, которые въ расширени поняйя числа играютъ существен- 

ную роль. Вотъ эти законы; 
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А, Основные законы сложен! я. 

1. Сложеше двухъ чисель всегда выполнимо безъ ограничен!й.. 
иначе—-сумма двухъ ифлыхъ чиселъ есть тоже цфлое число. 

2. Сложеше двухъ чиселъ — дЬйстйе однозначное, т.-е_ 
существуеть только одно цёлое число, являющееся суммою двухъ 
данныхъ цфлыхъ чиселъ. 

3. Законъ сочетательный: а (6-4) =а-Р в, т.е. 
спожить данное число съ суммою двухъ другихъ можно, прибавляя. 
къ данному числу первое слагаемое прикладываемой суммы и къ 
полученному результату второе, 

4. Законъ перемфстительный: а-- 6 —6-ра, т.-е, сум- 
ма не мыняется отъ перестановки слагаемыхъ, 

5. Законъ монотон!и: если #9, то и а е>ь-е, 
т.е. сумма увеличивается съ увеличешемъ слагаемаго. 

Т» же законы, но съ другимъ содержашемъ, имфють место и. 
для умноженя, 


В. Основные законы умиожен!я. 
1. Умножене одного числа на другое всегда выполнимо, т.-е. 
произведен двухъь чиселъ есть то же число, 


2. Умножеше одного числа на другое ДЬйсте однозначное, 
т.е; существуеть только одно число, являющееся произведешемъ, 
одного чиспа на другое. . 


3. Законъ сочетательный: @.(5.6)=(@.6).е= аб, т.-е. 
умножить число на произведене двухъ лругихъ можно, умножая на. 
множимое этого произведешя и полученный результать на мно- 
жителя. ` 

4. Законъ перемъстительный; а. -6.а, те. произве-- 
еше не мфияется отъ перестановки множимаго и множителя. 

5. Законъ монотон!и: если а>5, то и ас > в, т.е, про 
изведенме увеличивается съ увеличешемъ онного изъ сомножителей 

Наконецъ, для умножешя и сложешя имфеть мёсто такъ назы- 
ваемый: 

6. Законъ распредъяительный; д. (6-е) ==а.в-ра.с, 
т.е. чтобы умножить число на сумму двухъ другихъ, должно умнб- 
жить его на каждое слагаемое отдьльно и полученныя произведеня 
сложить. 

Эти законы имфють опредфляющее значеше при логическомь. 


ОБЗОРЪ ОСНОВНЫХЪ ПОНЯТИЙ. 5 


„лостроенйи ариеметики*), но и при элементарномъ ея изложени 
они имфютъ существенное значеше, такъ какъ на нихь зиждется 
теоря дЬйстй надъ числами, теор!я приведешя этихъ дЪйстый 
«ъ основнымь таблицамъ сложены и умноженя. 


$3 4. Обратвыя дъйствя и путь обобщеня понятя числа. Обратныя 
дъйств!я —вычитаще и дфлеше ифлыхъ чиселъ —не подчиняются 
прежде всего первому закону: дфйстыя этн выполнимы лишь при 
нЪ®которыхъ условяхъ, которымъ должны. подчиняться уменьшае- 
мое и вычитаемое, дьлимое и дЬлитель. Чтобы освободить эти дьй- 
ствя оть ограничительныхь условй, нужно ввести новыя числа, 
нужно расширить поняте числа, Такимъ образомъ вводятся съ 
«одной стороны дробныя числа, съ другой нуль и отрица- 
тельныя числа. 

Смотря по тому, какая тенденшя преспфдуется при этомъ рас- 
-ширени поняття о числЪ, содержаше этихъ новыхъ понятй можно 
характеризовать разпично—болёе отвлеченно или болфе конкретно. 
Конкретная почва больше соотвЪтствуеть цфлямъ настоящаго курса, 
‚поэтому мы и будемъ придерживаться болфе конкретнаго толкова- 


ня новыхъ чиселъ. 


$ 5. Дробныя числа. Если исходить изъ понямя множества, 
какъ собрашя отдёльныхъ предметовъ, единицъ, то для опредфле- 
ня дробныхъ чиселъ нужно ввести понят! сложной единицы, дЪ- 
лимой на части. Понят!е сложной единицы входить уже въ 
самую систему счисленя: десятокъ, сотня, тысяча и т. д. суть при- 
‘мёры сложныхъ единицъ. Такимъ образомъ имфется возможность 
ввести дробныя числа. Знаменатель характеризуетъ соотвфтствующя 
части единицы, а числитель играетъ ту же роль, какъ цфлое число 
лю первоначальному опредфлен!о. 

Посль введешя дробныхь чисель нужно опредфлить дьйствя 
надъ ними, установить признаки, характеризующее тЬ отношеня 
ихъ между собою и отношешя къ цёлымъ числамъ, которыя мы 
‘выражаемъ словами: больше, равно, меньше, и показать, что законы 
вычисленя съ дробными числами остаются 1% же самые, какъ и 
‚для иълыхъ чиселъ. Послф этого цфлое и дробное числа объёдиня- 
зотся въ одну категорю понямя числа. 


*) Относительно различныхь точекъ зрышя на число и законы вычаслешя, 
см. проф, $, Клейнъ Вопросы элементарной и высшей математики, часть 1, 
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$ 6. Величина и измфреще. Рацюнальныя и иррацюнальныя числа. 
Кьъ болфе обширнымъ слёдетвямъ приводить разсмотрёне непре- 
рывной, сплошной величины. Примфрами такихъ величинъ. 
могутъ служить длина, площадь, объемъ, время, масса, вЪсъ ит. п. 

Дьлимость единицы входить въ самое понят! такой величины. 
Число получается при изм$ рен}и непрерывной величины, напр. 
дпины. Операшя измфрешя состоитъ не въ простомъ счетЪ, ‘кото- 
рый по предыдущему приводить къ числу, но въ предварительномъ. 
разйен!и измфряемой величины на части, равныя другой однородной 
величин, принятой за единицу измврен!я, въ разфен!и остат- 
ка на доли единицы, соотвфтственно принятой системЪ счислен!я, 
напр., десятыя доли, новаго остатка на сотыя доли первоначальной 
единицы и т. д. и, наконецъ, въ счетЪ полученныхь единицъ. 
и долей единицы ыЪры, Полученное въ результать измъреня число 
характеризуетъ измфряемую величину въ отношенти къ величи- 
н®, принятой за единицу м%ры. Число и можетъ быть, въ этомъ. 
смысл, опредфлено, какъ отношен!е двухъ однородныхъ вели- 
чинъ, какъ отношене измфряемой величины къ единицЪ мёры. 

Но при измфрени’ двухъ величинъ можеть быть два случая: 
измфряемая величина и величина, принятая за ‘единицу миъры, мо- 
туть быть соизм$римыми или несоизм Ъримыми. 

Въ случаЪ соизмфримости операШя измфрешя можеть быть до- 
ведена до конца*). Остатки въ конц концовъ будуть исчерпаны и 
въ результать измфрешя въ этомъ случаф получится цфлое или 
дробное число, короче—-рац:ональное**) число, которое и выра- 
жаеть отношент!е измфряемой величины къ единиц ‘мьры. 

Въ случаф несоизмёримости операшя изм®реня не можетъ быть. 
поведена до конца, является процессомъ безконечнымт, 
и такимъ образомъ приходится постулировать существоваше числа, 
характеризующаго отвошене измфряемой величины къ единиц 
мфры, Но что же разумЪть въ этомъ случа подъ сповомъ „число“? 


*) Если разбивать остатки обязательно нд десятичныя доли единицы, те, 
выражать результать измфреня въ вид десятичной дроби, то и при соизмёри- 
мости можеть случиться, что операшя измфрешя продолжается безгранично, 
именно когда отношеше измёряемой величины къ единицЬ мфры выражается 
безконечной лерюдической дробью. Но вволя иныя доля единицы, не десятич- 
ныя, можно избъжать этого безконечнаго процесса. 

**) Отношеше двухъ однородныхь величинъ, напр. отрЬзновъ, у геометровть- 
античной эпохи называлось по-гречески д6уоз (букв, значене— слово), а въ ла- 
тинскомъ переводь гаНо (букв. значене— разумъ). 


овзоРЪ основныхъ понятий. т 
При разбени измфряемой величины на части, равныя единиц 
мЪры и ея долямъ- десятымъ, сотымъ и т, д. можно остановиться 
на доляхъ любой величины, отбрасывая соотвтствуюций остатокъ, 
и сосчитать полученныя части; получимъ такимъ образомъ число’ 
въ прежнемъ смысль, т. рашональное число, соотвЪтствующее 
меньшей величинЪ, а если прибавить одну долю, большую остатка, 
то ращональное же число, соотвфтствующее большей величинЪ. 
Эти рашональныя числа будуть выражать приближенно отно- 
шен!е измфряемой величины къ единиц мЬры и будуть прибли- 
женными значешями этого отношен!я одни съ недостаткомъ, друйя 
съ избыткомъ, Всякое число первой группы меньше любого 
числа второй. При продолжени операши измфрамя приближенныя 
значеня съ недостаткомъ увеличиваются, а приближенныя значеня 
съ избыткомъ уменьшаются. Въ случаЪ несоизмримости измёряе- 
мой величины и единицы мфры приближенныя значея съ недо- 
статкомъ увеличиваются, но увеличиваются безгранично и не им%- 
ютъ’ послфдняго значеня, не имёють тахницт’а, а приближенныя 
значешя съ изэбыткомъ уменьшаясь не имфютъ послёдняго значен!я, 
не имъютъь штилопта, Въ случаЪ соизмфримости рашональное число, 
точно выражающее отношен!е измфряемой величины и единицы 
мЪъры, и будеть тахипип’омъ однихь приближенныхь значейй и 
пуютип?омъ другихъ, и такимъ образомъ это число раздьляеть 
одну группу приближенныхъ значенй отъ другой. 

Въ случаф несонзмЪримости всякое рацш!ональное число 
обладаетъ однимъ и только однимъ изъ слфдующихъ двухъ свойстяъ: 
или оно меньше эсякаго приближеннаго аначеня второй группы (съ 
избыткомъ), или оно больше всякаго приближеннаго значеня первой 
труппы (съ недостаткомъ). Въ случаъ соизмфримости можно сказать 
то же самое относительно всякаго рашональнаго числа, кромф только 
того, которое точно выражаеть разсматриваемое отношен!е: оно 
одновременно меньше всякаго приближевнаго значея съ из- 
быткомъ и больше всякаго приближениаго значешя съ недостат- 
комъ, Такимъ образомь самый способъ измфрен!я, будетъ 
ли онъ конечнымъ процессомъ (случай соизмфримости), или безко- 
нечнымъ (случай несоизмфримости), распрадЪляеть всЪ рацюналь- 
ныя чыспа на два класса, такъ что каждое ращональное чиспо 
прикадлежитъ одному классу и лишь въ случаф соизмфримости са- 
мое число, точно выражающее отношеше измёряемой величины къ 
единиц® мфры, можеть быть по произвояу отнесено къ любому изъ 
этихъ двухъ классовъ. Въ этомъ послднемъ случафЪ не только спо- 
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объ измфрешя, но самое число, являющееся результатомъ измф- 
рен1я, распредфляетъ всф ращюнальныя числа на Два класса, про- 
изводитъ, по выраженю Дедекинда (ОефектЯ), сЪчене въ области 
ращонадьныхь чиселъ. Въ случаЪ несоизмфримости, хотя числа 
въ прежнемъ смыслЪ, т.-е. числа рашональнаго, производящаго сЪ- 
чев!е въ области рацюнальныхь чиселъ, и не существуетъ, нд 
самое сЪченте, самое распредълеше рацюнальныхь чиселъ на два 
клвсса, распредьлене, вытекающее изъ самаго способа измвреня, 
существуеть. Такое распредълене ращюнальныхъ чисель на два 
класса и кладется въ основане обобщены поняя „числа“. Для 
каждаго даннаго случая измфрешя одного отрфзка другимъ, несо- 
измфримымъ съ нимъ, мы постулируемъ „число“, произво- 
дящее соотвфтствующее сфчеше, въ области ращональныхъ чиселъ, 
число въ обобщенномъ смыслЪ, число не въ прежнемъ смысльЪ, не ра- 
цюнальное, иначе —число иррац!ональное. Разъ указанъ 
способъ распредълешя всБхь рашюнальныхь чиселъ на два класса, 
мы, несмотря на безконечность процесса измфреня, можемъ считать 
съчен1е произведеннымъ и соотвётствующее иррац!ональ- 
ное число даннымъ 

Дъйствы надъ иррашональными числами по опредьленю сво- 
дятся къ дЁйстьямъ надьъ рашональными приближенными ихъ зна- 
ченями и подчиняются тьмъ же законамъ вычислен[я, какъ 
и дьйствы надъ цфлыми числами. Опредфлены такь же могутъ 
быть и ТЬ отношеня иррашональныхъ чиселъ къ ращональнымъ 
и между собою, которыя мы выражаемъ словами: больше, равно, 
меньше. Какъ и для цфлыхь чиселъ, на эти отношешя можно. уста- 
новить двЪ точки зрфн]я: или Какъ на отношеня величинъ между 
собою, какъ на сравнеше чиселъь по величин, или какъ на рас- 
предьлене сравниваемыхь чиселъ по мЬсту, занимаемому ими въ 
опредфлениомъ рядЪ. 

Такимъ образоиъ, исходя изъ поняты цфлаго числа, мы пришли 
къ числамъ дробнымъ, которыя вмфстВ съ цфлыми числами состав- 
ляютъ классъ чиселъ рашональныхъ, а потомъ и къ числамъ ирра- 
цональнымъ. Къ такому обобщеню понятя числа приводить съ 
одной стороны стремлеще освободить дЪлене отъ ограничительныхъ 
усповй, иначе приняте дёлимости единицы на части, съ другой— 
измфрен!е непрерывной, сплошной величины. Теперь послф таких 
обобщенй можно установить слфдующее основное предпожене,— 
обусловливающее приложимость вычислен(я къ геометр!и: 


Всякому прямолинейному отрЬзку при данной 
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‚единиц мЪры соотвфтствуетъ опредфленное число, 
и обратно—всякому числу (ращюнальному или ирращональ- 
ному) при данной единиц мфры соотвьтствуетъ 
опредёленной длины отрзокъ. 
Первая часть этого предпоженя, какъ сльдуеть изъ предыду- 
яцаго, является въ случаф несоизмёримости постулатомъ, вводя- 
щимъ при измфрени иррацюнальное число, вторая часть является 
<оотЕЗтствующимь геометрическимъ постулатомъ, опредъляющимъ 
существован!е отрфзка, имфющаго съ данной единицей мфры данное 
{иррацюнальное) отношене. 
Всяюй способъ, помимо измёреня, раздьляющ рацюнальныя 
числа на два класса указаннаго выше свойства, способъ, произво- 
дящИ съчен!е въ области ращональныхъь чиселъ, опредъляеть 
число въ обобщенномъ смысль, число, которое можетъ быть ращо- 
нальнымъ или ирращональнымъ. Такой способъ могутъ дать, напр., 
«обратныя дфйств!я высшаго рода, какъ извлечене корней, ршене 
‚уравнены высшихъ степеней. Такъ, напр, извлечене квадратнаго 
корня изъ 2, обозначаемое знакомъ и5, даетъ такой способъ и, слЪдо- 
вательно, опредфляетъ число. Задача состоитъ въ томъ, чтобы найти 
число х, квадратъ котораго равнялся бы 2. Среди цлыхъ чиселъ оче- 
видно нётъ такого числа, но и среди дробныхъ такого числа нётъ, ибо 


5 а 
допущен!е, что искомое число х равняется несократимой дроби р ПРи- 


ы . 2 


2 
‘водитъ къ абсурду, что несократимая дробь я должна равняться цф- 


лому числу 2. Несмотря на то, поставленная задача даетъ способъ раз- 
_дЬлить рацюнальныя чиспа на два класса: всякое рашональное чиспо, 
хвадратъ котораго меньше 2, принадлежит къ одному классу, а всякое 
число, квадратъ котораго больше 2, принадлежитъ къ другому. Не труд- 
но убъдиться, что всякое число перваго класса меньше любого числа 
другого класса и что всегда можно подобрать два числа изъ раз- 
ныхъ классовъ такъ, чтобы разность между ними была достаточно 
мала. Каждое изъ этихъ чисел будетъ приближеннымъ значешемъ \2. 
Пусть, напр, требуется найти два приближенныхь значен!я: одно 
съ недостаткомъ, другое съ избыткомъ и отличающихся одно оть 
другого на 1/. Еспи 2? должно равняться 2, то {102)? должно 
равняться 2.103 или 200. Непосредственно подбираемъ два числа, 
жвадраты которыхъ одинъ меньше, другой больше 200; такими 


‘числами оказываются 14 и 15: 
148 = 186, 155225, №1 < 200 < 15. 
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Сльдовательно, 14 и 15 отличаются отъ 10х меньше, чЪмъ на. 


1, а 1,4 и 1,5 отличаются отъ искомаго числа меньше, чЬМЪ на 17: 


14<2<15. 


Слфдуетъ замбтить, что .р6шене уравней первой степени съ 
ращональными коэффищентами всегда приводить въ результать къ 
ращональному числу, а рЁшеше уравненйй второй и высшихтъ. 
степеней можетъ привести и къ ращональнымъ и къ ирращональ- 
нымъ числамъ, ибо для рьшешя уравней первой степени доста- 


точно имфть въ распоряжени лишь ра! 
спожеше и умножеще, вычиташе и дфлене, & для рЬшен!я уравне-. 
н1! высших степеней этихъ операцйй недостаточно. 


нальныя` операщи, т.-е. 


$ 7. Нуль и отрицательныя числа. Полный рядъ дЪЙствительныхь чи- 
селъ. Стремлене освободить обратное дЪйств!е вычитан!я отъ ограни- 
чительныхь условый (уменьшаемое больше вычитаемаго) приводитъ 
къ иного рода обобщению понят!я числа, именно нводитъ въ рядт. 
чиселъ нуль и Нодъ именемъ отрицательныхъ чиселъ — 
разности, невозможныя съ первоначальной точки зрьн/я, разности, 
У которыхь уменьшаемое меньше вызитаемаго. Этимъ самымъ въ. 
понят!е числа вводится оперативное начало: отрицательныя чиспа. 
являются символами невыполненныхъ еще дЪйствь — прибавленя 
уменьшаемаго и вычитаыя вычитаемаго. Въ сушности и въ преды- 
дущемъ обобщени введено въ понят числа оперативное начало: 
дробь можно разсматривать, какъ символъ невыполненнаго еще умно- 
женя на числителя и дъленя на дфлителя. 

Отрицательныя числа могутъ быть введены и конкретнымъ путемъ. 
какъ относитепльныя числа изъ разсмотрьшя противополок- 
ныхь величинъ, какъ, напр. капиталъ и долгъ, прибыль и убытокъ. 
и т. п. или, противоположныхъ понят, какъ впередъ и назадъ, 
вправо и вльво, вверхъ и внизъ и т. д. Положительное или отри- 
цательное число характеризуеть не только величину, но и 
отношеи{е ея къ этимъ противоположнымЪъ состояшямъ, поэтому 
они и могуть быть названы относительными числами. 

ПослЪ введешя отиосительныхъ (положительныхъ и отрицатёль- 
ныхь) чисель должно опредфлить дъйствыя надъ ними и показать, 
что законы вычисленя и для этихъ чиселъ остаются т же самые, 
кромф закона монотощи для’ умноженя. Нужно замфтить, что ть 
отношеня между числами, которыя отмфчаются словами: больше, 
равно, меныше, указывають теперь не на сравненя .чиселъ по ве- 
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‘личинВ въ первоначальномъ смыслЪ этого слова, а на распред%- 
лен!е сравниваемыхъ чиселъ по мЪъсту, занимаемо- 
му ими въ опредфленномъ рядЪ; поэтому законъ монотони 
при умножени (8 3) иметь мЪсто лишь для абсолютныхъ значен й 
относительныхь чиселъ, 

Нуль имфеть первоначальное значеше цифры, указывающей на 
отсутствЕе единицъ того или другого разряда. Но разъ введены 
разности, какъ числа отрипательныя, при уменьшаемомъ меньшемъ 
вычитаемаго, мы должны разсматривать, какъ „число“ и разность съ 
уменьшаемымъ, равнымъ вычитаемому, и воспользоваться для обозна- 
ченя этого „числа“ цифрою 0. Опредвлешя дёйстй надъ этимъ 
числомъ въ той или другой мёрЪ должны быть обобщены. Въ ре- 
зультать этихъ опредфлен! получаемъ: 


а--0=а 
в.0=0.0 0, 


ГдВ @ какое угодно число. Но обращеше умноженя, т.-е. длен:е, 
если дьлителемъ является нуль, невозможно или неопредфленно. 

Такимъ образомъ мы имфемъ теперь рядъ дъйствитель- 
ных чиселъ, этоть рядъ безграничень въ ту и другую сторону, 
нётъ въ немъ перваго числа и иётъ послфдняго. Каждое число 
этого ряда конечно. Всякое изъ четырехъ ариеметическихь дЪй- 
стый надъ этими числами выпоянимо и выполнимо однозначно за, 
однимъ исключешемъ: невозможно въ установленномъ до сихъ поръ 
смысл® дЬлене на нуль. 

”Въ самомъ дёль, нёть ни одного конечнаго числа, которое, 
будучи умножено на нуль, давало бы по опредфпенйю дъйстыя дёле- 
я дьлиное а, ибо произведее множителей, изъ которыхъ одинъ 
равенъ нулю, равно также нулю: а.0==0 или 0.а==0. Если же 
а—0, то всякое число удовлетворяеть поставленному условю и, 
сп®довательно, результать такого дёленя *%/, не можетъ быть опре- 
дьленнымъ. 

Здьсь мы вступаемъ на поспЪднюю ступень обобщеня поняття 
дЪйствительнаго числа. Если мы хотимъ придать смыслъ дьленю 
конечнаго числа на нуль, мы должны разсматривать предварительно 
дьленше конечнаго числа на перем%ннаго безграннчно умень- 
шающагося по абсопютной величинЪ дёлителя и сохраняющаго, по 


а 
крайней мёрЪ съ нфкотораго момента, свой знакъ: х Этоть-то слож- 


ный образъ — перем®нное частное, которое „безгранично увеличи- 
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вается и можеть быть сдфлано больше любого напередъ заданнаго 
большого числа, мы назовемъ безконечно большимъчислемъ 
и взодимъ для него символъ ©. При такомъ понимании знаковъ 
дъйств!й и символовъ мы можемъ теперь написать равенство: 


а если принять во вниманще знаки чисель а и х, то 


“ 


= со или 9 


= 


знакъ -|- берется при одинаковыхъ знакахь @ и х, а знакъ — при 
разныхъ; при чемъ имьются ввиду лишь достаточно малыя значе- 
ны 2. 

Теперь мы имфемъ весь рядъ дЬйствительныхь чиселъ отъ 
— о до -|--<о. ДЪйЙствя надъ любою парою этихъчиселъимфютъвполнЪ 
опредьленный смыслъ за нькоторыми исключешями; такъ, напр., не 
представляють опредфленныхь значешй выражения: о, какъ. было 


уже разсмотрьно выше; 0.0, ибо при всякомъ а имфеть мёсто 
а 


равенство 5=°®;®—®, ибо при всякомъ & иметь мфсте 


© 
а-- > ==<2. Возможны и друмя неопредфленности [Вы = 


которыхъ здёсь пока мы не разсматриваемъ, такъ какъ въ сущно- 
сти весь этотъ вопросъ относится къ теорм предфловъ, о которой 
рёчь впереди. 

При изображени чиселъь въ видЪ десятичныхь дробей ращюналь- 
ныя числа представляются конечными десятичными дробями, или 
безконечными, но пер!одическими (напр. */—0,666. 
/‹—0,8333.....). Ирращюнальныя чисиа изображаются безконечными 
непер!одическими десятичными дробями. 


На практик ирращюнальныя числа замфняются конечно ращо- 
нальными, в даже ращональныя числа, изображенныя въ видё деся- 
тичныхь дробей съ большимъ числомъ десятичныхъ знакозъ, замь- 
няются десятичными дробями съ меньшимь числомъ десятичныхь 
знаковъ: по характеру вопроса въ каждомъ отдфЛЬНоМЪ случаЪ 
опредляется, какою степенью точности можно удовлетвориться. 
Такимъ образомъ мы здЬсь сталкиваемся съ вопросомъ о точности 
вычисленя. Отбрасывая или не зная напередь мало цфнныхь по 
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существу задачи разрядовъ данныхъ чиселъ, мы допускаемъ въ нихъ 
погрьшноеть и въ результать дъйстьй съ такими приближенными 
значешями получимъ, конечно, тоже погрьшность, онфнить которую 
и составляетъь существенную задачу практическихь вычисленй, 
Часто бываетъ важно знать или оцфнить не абсолютную погрь- 
шность, а относительную, т.-е. не просто отброшенную или 
неизвфстную часть точнаго значейя числа, а отношене этой абсо- 
лютной погрьшности къ величинЪ самого числа, Абсолютная погрь- 
шность можетъ быть велика, а относительная очень мала и удовле- 
творять требовашямъ ‘точности, предъявляемымъ въ данномъ практи- 
ческомъ вопросЪ. 

Иррашюнальныя числа служатъ не практическимъ цфлямъ, а тёо- 
ретическимъ. Введеше ирращюнальнаго числа даетъ опредЪленное 
ариеметическое содержане идеф непрерывности. Изучен!е величинъ, 
непрерывно мёняющихся, каковыми он® постулируются при постро- 
ени теор, можеть быть сведено теперь къ изученНю непрерывно 
иъняющихся чисель, 


] .8 8. Постоянныя я ‘перемфнныя величины, Фунишя. При поста- 
новкВ той или другой математической задачи нёкоторыя  вели- 
чины являются данными или извфстными, друЧя—иско- 
мыми или неизвЪфстными. Элементарная математика и обра- 
щаеть внимзые на такое именно раздълеще величинъ. При пол- 
номъ числЪ условй, если условя эти достаточно простыя, можно 
составить достаточное число уравненй, изъ которыхъ искомыя 
или неизвфстныя величины и опредьляются; такъ, дя опредъленя 
двухъ неизвЪстныхь необходимо составить два независимыхъ 
уравненйя, для опредьлешя трехъ неизвЪстныхъ—три уравнешя и т. д. 
° Высшая математика переносить внимаше на другую сторону 
постановки той или иной задачи. Конечно, раздфлеше величинъ на 
извЪстныя и неизвЪфстныя, данныя и искомыя остается въ сипЪ, но 
главный интересъ она сосредоточиваеть на зависимости однёхъ 
величинъ оть другихъ, именно на зависимости измфнен!я 
одной величины отъ измфнентя другой или другихъ, и съ этой 
точки зрьня раздёляеть величины (или соотвфтствуюция имъ числа) 
на постоянныя и перемфнныя. 

Постоянныя величины однф по существу имфють опредъленное 
числовое значеше, напр., отношене окружности къ щаметру, друпя 
вслЪдетые условй задачи. При переходь къ другой аналогичной 
задач эти посльдыы могуть получить друге размёры или другое 
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чисповое значен!е; примфромъ можетъ служить ращшусъ круга. Та- 
кого рода постоянныя часто называются параметрами, 

Перемфнныя величины въ одной и той же задачь могутъ полу- 
зать различныя числовыя значешя или всевозможныя въ указан- 
ныхъ заранфе предфлахъ, напр., оть —1 до --1, или съ какими- 
либо ограничещями, напр. принимать только цфлыя значеня, или 
всевозможныя безъ ограничешй отъ — со до -|- со. Такъ, если въ 
окружности, ражусъ которой равенъ единиц, разсматривается по- 
движная хорда, выходящая изъ какой-либо точки круга, то эта хорда 
будетъ величиной перемфиной, которая можеть измфняться оть 
© до 2. Въ выражещяхь 


ТЕНЬ вв 1.2.9.4 


5 можеть быть какимъ угодно, но по-смыслу только цлымЪ числомъ. 
Если мы имфемъ двЪ перемфнныя величины, одна изъ которыхъ 
находится въ нашемъ распоряжен м, такь что ей мы можемъ да- 
вать различныя числовыя значеня, а другая мЪняется только въ 
зависимости отъ измБненй первой величины, то первая изъ нихъ 
называется независимой перемЪфвной, или аргументомъ, 
а вторая зависимой перемфнной, или функц{ей, Изучене 

функц и составляетъ главную задачу высшей математики. 

Примвры функц! й. 1. Въ уравнеши 
22 —Зу—5= 0 

три постоянныхъ' 2, 3, 5 и АВЬ перемфнныхъ величины: хи у. 
Изъ этихъ двухъ перемённыхъ произвольно измфнять мы можемъ 
только одну, другая же опредфляется въ зависимости оть первой. 
Давая, напр., х любое числовое значеше, мы тЪмъ самымъ полу- 
чимъ для у опредЪленное значене: перемфнное число х при такомъ 
порядкЪ измьнешя— аргументъ, а у—функцы. ИзмЪнешя аргумента т 
н фуннщи у вЪ этомъ примёрв связаны даннымъ уравнен1емъ, 
2. Пусть мы имъемъ ромбъ АВСД (черт, 1), стороны котораго 
въ видЪЬ стержней связаны въ вершинахъ 
шарнирами, Длину каждой стороны примемъ 
равною единиц. Такой ромбъ можетъ мЪ- 
А® е& нять свою форму; при этомъ будуть мЫнять- 
ся и его магонали АС и ВО, Пусть одна 
изъ дагоналей имфетъ длину х, а другая у. 
ДвЪ перемфнныя величины фи у въ 
своихъ измфненяхъ зависятъ одна отъ дру- 
гой: легко себф` представить, какъ увеличивается у при умень- 


в 
Черг. 1. 
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зшени х или наоборотъ. Эту. зависимость можно выразить алгебра- 
‘ическимь соотношешемъ — алгебраическимъь уравнешемъ, связы- 
звающимъ перемфнныя. величины + и у. Въ самомъ дДЪЛЬ, сумма 
квадратовъ дагоналей всякаго параллелограмма равна суммБ квад- 
ратовъ четырехъ его сторонъ. Каждая сторона разсматриваемаго 
ромба равна 1. СлЪдовательно, 


ау 


Давая х различныя чисповыя значеня, т. 
тументъ, можно изъ этого уравнешя вычислить и соотвЪтствен- 
ныя зваченя у, которое является функщей д: 


. принимая х за ар- 


у=\У1-=®.. - 


Какъ видно изъ этой формулы, а также и изъ геометрическихъ 
хоображен!й, аргументу 2 можно давать различныя значен!я въ пре- 
дЬлахъ оть 0 до 2. 

3. Въ тригонометрии изучаютъ зависимость отношентй сто- 
фонъ прямоугольнаго треугольника отъ одного изъ острыхъ угловъ. 
Пусть данъ прямоугольный треугольникь АВЕ (черт. 2). Фор- 
ма этого треугольника, а стало быть и отношен я его сторонъ: 


же 


. Черг. 2. 


вполн® опредфляются величиною одного изъ острыхъ угловъ ф = ав. 
При изм®нени этого угла измЪняется и форма треугольника, а слЁ- 
‘довательно измфняются и отношения сторонъ. Уголъ ф позтому 
можно считать аргументомъ, а числа #, у, х, и, ©, и — функц! я- 
ми этого угла. Зависимость этихъ функий отъ аргумента ф нельзя 
выразить алгебраически подобно зависимости въ предыдущемъ при- 
ИБРЬ, и потому для выражен ея приняты особые символы; именно, 
2 есть синусъ угла ф и обозначается символомъ 5#ф, у есть ко 
синусъ угла ф и обозначается символомъ 08 ф и 


Я=язФ у=089, 5=499; 
— совее ф, — шас. 


Зее у, 
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Таково первоначальное опредълеше тригонометриче- 


скихъ функцгй; по смыслу этого опредфлен!я аргументъ ф доп- 


л. 
женъ быть острымъ угломъ, т.-е. мФняется отъ 0 до 


0<$<5. 


Для другихъ значен!Й аргумента функши остаются пока безъ опредЪ- 
леня. 

Распространене опредфлен!я тригонометрическихь функц! н для 
значенй аргумента, выходящих изъ указанныхь границъ, приво- 
дить къ обычной геометрической интер- 
претаци зтихъ функций въ вид тёхь 
или иныхъ лин въ плоскости круга, 
рашусъ котоараго принять за единицу 
{черт. 3): пт 


ии, 0х ат 
он" о =, 


вс от 06 
би= “#9 од=е 9, ооо 9. 


9, 


Черт, 3. 


Здъсь уже каждому значеню аргумента $. 
заключеннаго между — оо и-- со: . 


—©<<+<- о 


соотвЬтствуетъ опредфленное значеше функши, и лишь при ф 
функши остаются совершенно безъ опредфленя. 

Зависимость между перемфнными величинами выражается въ 
томъ, что каждому значен!ю аргумента соствф тству- 
етъ опредфленное значен!е функц! и; это свойство и 
явпяется характернымъ признакомъ, олредъляющимъ поняте функ- 
ци. Функщональная зависимость можеть выражаться помощью аяге- 
браическихъ знаковъ величинъ и операшй надъ ними, какъ въ пер- 
выхъ двухъ предыдущихъ примёрахъ, но можеть быть и невыра- 
зимой алгебраически, и такимъ образомъ является необходимость 
введен!я новыхъ символовъ, какъ, напр. для тригонометрическихь 
функшй: ут; с08ф ит. д. = 

Если мы хотимъ выразить математическимъ символомъ, что одна. 
величина (у) зависить оть другой (2), но не знаемъ точно природы 
этой зависимости или не можемъ опредфлить ее пока или совсьмъ 
помощью алгебраическихь или иныхъ извфстныхь знаковъ, то мы 
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пишемъ такъ: у={х) и читаемъ: у есть функщя отъ х или у 
есть функшя 2. ЗдЁсь { (начальная буква латинскаго слова #апеНо) 
не величина, а символъ зависимости, и. чтобы не принять правую 
часть за произведене, эргументъ 2 ставятъ въ скобки. Знакъь (=) 
обозначаеть перемфнную величину функщи, соотвётствующую пере- 
мЪнной величия аргумента., а знакъ Да} представпяеть значеше 
функц, которое она принимаетъь при 2==а. 

Если въ одной и той же задач разсматриваются различныя 
функцйн (у, я, и, сит. п.), зависящы различно оть одного и 
того же аргумента (2), то зти функши должны быть обозначены 
различно; напр., у=/х), г=Р (2), и== (2) и т. п. Символомъ за- 
висимости можно выбрать любую букву, не имфющую даже созвучя 
съ начальной буквой слова фапс4о, напр. е—0(2), и даже буква, 
обозначающая величину функщи, можеть служить и символомъ со- 
отвётствующей зависимости, напр. у—9(х): здьсь © въ лфвой ча- 
<ти—величина функши, © въ правой—символъ зависимости. 


$ 9. Предъль, Вычислить по первоначальному смыслу слова 
значить выполнить та или иное ариеметическое дЬйстве или рядъ 
такихъ дЪйствй. Выполнеше ряда ариеметическихь дьйствЙ надъ 
рашональными числами сводится въ концф концовъ къ конечному 
бчету. Но уже въ поняти ирращональнаго числа, какъ было 
отмЪфчено раньше, включена идея безконечнаго процесса. Съ такимъ 
же безконечнымъ процессомъ имъють дьло и нФкоторыя задачи 
элементарной математики. Перодическая дробь, напр. 0,2323. 
которая является безконечно-убывающей прогрессей: 


23 23 23 

09 16 + тот" 
всякая иная безконечно убывающая геометрическая прогресся, напр, 
1-3, +5, --%,-... вычислеве площади круга—представляютъ 
примёры такого безконечнаго процесса. Результатъ безконечнаго 
процесса достигается не путемъ простого счета, а помощью пере- 
хода къ предфлу. Такъ мы можемъ вычислить площадь впи- 
саннаго въ данный кругь квадрата, дал%е площадь восьмиугольника, 
чотомъ шестнадцатиугольника и т. д, но никогда при такомъ по- 
спфдовательномъ вычислени не достигнемъ площади круга. Су- 
ждене о величинВ этой площади есть переходъ къ предёлу. 

Примфнеше безконечнаго процесса, т.-е. теори предёловъ къ 
изучено функшй призолить къ такимъ понятямъ, какъ произ- 
я 
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водная, дифференц!алъ и интегралъ. Смыспъ и значене: 
этихъ терминовъ будуть разъяснены и развиты далфе. Учене © ` 
нихъ раздёляется на два отдЪла: дифференц!альное и инте-. 
тральное исчислен!е, которыя объединяются въ одну науку 
математическаго анализа или просто анализа, 


8 10. Методы математини. Расширеше повямя числа ведетъ. 
къ соотвётственному расширенто поняМя вычислешя и сопрово- 
ждается создашемъ новыхь математическихь образовъ и понят, 
служащихъ орудемъ математическаго изслёдовая; орушемъ, кото-. 
рое и носить назваше аналитическаго метода. Свести ка- 
хкую-либо задачу хотя бы и конкретнаго, но математическаго содер-- 
жан!я къ задачЪ вычисленя и значить рЬшать эту задачу аналитиче- 
ски. Число представляетъ высшую степень математической абстрак- 
ци, чфмъ и опредфляется общность аналитическаго метода. 

Но есть и другой способъ математическаго познашя, который 
стремится ту или иную математическую мысль воплотить въ какой- 
либо представимой геометрической форм, не готовой или данной. 
напередъ, а созидаемой путемъ построешя соотвфтственно взаимо- 
отношенямъ различныхь сторонъ воплощаемой мысли. Такой путь. 
познан!я составляетъ методъ геометрическй. Этотъ методъ обога- 
щается въ своемъ содержана и средствахъ вмфстЪ съ развимемъ. 
и расширешемъ понятй построевя и формы. . 

Такимъ образомъ анализъ, какъ понимается это слово въ ма- 
тематик, можно охарактеризовать въ общихъ чертахъ однимъ сло- 
вомъ вы численге, понимая этотъ терминъ въ обширномъ смыслЪ. 
Соотвётственнымъ образомъ геометр|я, какъ методъ, карактери- 
зуется словомъ — построен!е, если и этоть терминъ понимать. 
также широко. 

Наглядность геометрическихъ методовъ и общность аналитиче- 
скихъ —одинаково цфнныя стороны математическаго познашя и по- 
тому важно было бы связать оба метода и получить танимъ образомъ. 
двойную выгоду. ДЬйствительно, можно установить, такъ сказать, 
лексиконъ для перевода математической мысни съ языка геометри- 
ческаго на языкъ аналитическ!й и обратно. 

Тотъ отдёлъ математики, въ которомъ устанавливаются правила 
для такого перевода, носить назване аналитической гео- 
метрги, Первая часть настоящаго курса и посвящена изложено 
сновъ этой науки. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРГЯ. 


ГЛАВА 1. 
МЕТОДЪ КООРДИНАТЪ. 


$ 1. Предмать аналитической гесметрии. ИзслЬдоваще свойстаъ гес- 
метрическихъ образовъ, иначе—пространственныхь формъ (фигуръ, 
тлъ, лин, поверхностей и т. п.) помощью вычислен!я соста- 
вляетъ предметъ аналитической геометрии. При этомъ въ аналити- 
ческой геометры стараются свести къ задач вычисленя всяк 
теометричесюй вопросъ, касающйся не только величины, но также 
формы и положеня фигуры. 

Всякая фигура опредёляется вполнЪ со всфми своими свойствами 
положещемъ точекъ, составляющихь ее. Поэтому при аналитиче- 
скомъ изучени геометрическихь образовъ прежде всего надо умфть 
опредфлять помощью чиселъ положенше точки. 

Общий вопросъ объ опредълени положен!я точки можно раз- 
бить на три задачи: 1) опредфлить положен точки на прямой, 
2) на плоскости и 3) въ пространствЪ, 

Р®шеше этихъ вопросовь дало зозмомность Демарту (1637) 
создать методъ — методъ координатъ — не только для систематиче- 
скаго изслфдован!я геометрическихъь задачъ помощью алгебры, но 
и обратно для геометрическаго иллюстрирован!я вопросовъ самой 
алгебры. Декартъ и считается творцомъ аналитической геометр!и, 


$ 2. Опредфлее положеня точки на прямой. Положене точки на 
прямой можно опредфлить однимъ числомъ. Въ самомъ дл, при- 
мемъ на. разсматриваемой прямой нЪкото- 
рую опредфленную точку О (черт. 4) за н- 9 Е 4 
чальную и пусть А будеть та точка этой ==” 
прямой, положене которой нужно опредВ- 
пить помощью числа. Отрзокъ ОА представляетъ смёщеше точки А 
отъ начальной точки 0. Величину этого смщеныя можно выразить 
зисломъ, измфряя отрьзокъ 0.4 какой-либо единицей мфры, напр. 


2 


Черт. 4. 
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ОЕ-=е, а принимая во вниманге, что отъ начальной точки можно 

откладывать отрьзки въ ту или другую сторону, можно припи- 

сать полученному числу тотъ или другой по условю знакъ. 
Полученное такимъ образомъ положительное или отрицательное 


.А в 
число х=-- называется координатой точки А, а совокуп- 


ность начальныхъ данныхь: 1) сама прямая, ва которой лежатъ 
опредфляемыя точки, 2) начальная точка О этой прямой, 3) единица 
мЪры и 4) установленное положительное направлене основной пря- 
мой системой координатъ на прямой. Мы будемъ считать напра- 
влен{е основной прямой вправо (при горизонтальномъ направлёни 

ея) положительнымъ, а влёво—отрицательнымъ. 
Бсли система координать на прямой установлена, то каждой 
точкЪ прямой соотвЪтствуетъ своя координата (опредфленное число) 
и обратно-каждому числу, какъ коорди- 


$2 24 нать, соотвытствуеть вполн® опредфлен- 

—е: ная точка прямой (ср. введеше & 6, 

Черт. 5. основное предложен!е). Напр., точка А 

(черт. 5) прямой Ох, при единиц мфры е— ОЖ, имъеть коорди- 
ОА 

нату 2: —- 4. Обратно, чисиу х, —2,5 соотвЪтствуетъ точка 


В. Координата начальной точки О—нуль. 


$ 3. Опредфлене положена точки на плоскости, Дия опредфле- 
ня положешя точки на плоскости уже недостаточно одного 
числа. 

Представимъ себф, что на плоскости движется прямая парал- 
лельно самой себЪ, другими словами пусть на плоскости имфется 
непрерывный рядъ паралленьныхь прямыхъ. Положене точки. на. 
этой плоскости будетъ опредёлено, если мы сум%фемъ указать: 1).на 
какой изъ этихъ паранлельныхь прямыхъ лежитЪ точка и 2) гдь 
на этой прямой. 

Положене точки на прямой, какъ мы уже знаемъ, опредвляется 
однимъ числомъ одной координатой. Далфе можно ввести другое 
число, которое указываетъ, на какой изъ параллельныхь прямыхъ 
лежитъ разсматриваемая точка. Такимъ образомъ для опредьленя 
положены точки на плоскости нужно дать два числа, двЬ ко- 
ординаты: одно число опредЪляетъ линю на плоскости, другое— 
точку на этой лини, 


Нужно теперь выбрать начальныя данныя, которыя устанавли- 
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вали бы опредфленное построеве точекъ плоскости по ихъ коор- 
динатамъ. 

1) Одну изъ параллельныхь прямыхъ мы принимаемъ за на- 
чальную, напр., прямую ОД (Черт. 6). Прямая ОЛ дьлитъ плоскость 
на дв области-—верхнюю и нижнюю 
(если параллельныя прямыя горизон- 
тальны). Усповимся смыщеше отъ на- 
чальной прямой ОА въ верхнюю о6б- 
дасть считать положительнымъ, а въ 
нижнюю— отрицательнымт. 2) Началь- 
ныя точки паралпельныхь прямыхъ 
предполагаемь лежащими на одной 
прямой, напр. ОВ, и смыщеше отъ этихъ начальныхъ точекъ вправо 
будемь считать положительнымъ, а влёво — отрицательнымъ. 
3) Усповимся разстояня параллельныхь прямыхъ отъ начальной 
ОА измфрять по направленю ОВ. Наконецъ, 4) выберемъ единицу 
мвры. 

Всё эти начальныя данныя въ совонупности опредъляютЪ спо- 
собъ опредвленшя координатъ точки на плоскости и составляюгь 
систему координатъ на плоскости. Прямыя ОД и ОВ 
называются осями координатъ, точка О—начаяломъ коор- 


В 


Черт. 6. 


динатъ. 

Число, опредфляющее положен! точки на одной изъ параллель“ 
ныхъ прямыхь или иначе — смьщене точки ртъ прямой ОВ на- 
зывается абсциссой этой точки и обозначается буквою т. 

Число, опредъляющее одну изъ параллельныхь прямыхъь или 
иначе смыщене оть начальной прямой ОЛ называется ордина- 
той точки и обозначается буквою у. 

Абсцисса откладывается отъ оси ОВ по направленю оси ОА 
или на самой оси ОА, Поэтону посльдняя называется осью абс- 
циссъ или осью х-овъ, и для обозна- 
чен!я ея вмЪсто буквы 4 въ положи- 
тельно мъ направлени ставится буквах. 
Подобнымъ же образомъ ордината откла- 
дывается оть оси’ абсциссь въ напра- 
влени оси ОВ ипи же на самой этой 
оси. Поэтому эта ось называется осью 

Черт. 1. ординатъ или осью у-овъ и вмъсто 
буквы В въ попожительномъ ея направлен!и ставится буква. 
у (черт. 7). Уголь хОу называется координатнымъ угломъ (9). 
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Если координатный угопъ прямой, т.-е. @ = 90%, то такая система 
координатъ называется прямоугольною или декартовой, въ против- 
номъ случаф—косоугольной. 


Задача 1. Опредьлить координаты давной на плоскости точии при данной 
систем каординатъ. 

Рьшенг!е. Пусть М--ланная точна, а отрь- 
зокъ е принятая единица мёры. Проводимъ прямую 
МУ; параплельно оси ординать до встрёчи съ осью 
2-овъ и изыбряемь отрьзки ОЛ; и М.М. Полученння 
числа сл соотвфтствуюшини положено точки М знака- 
ми и будуть абециссой и ординатой данной точки: 


и _ 


Р 


мм _ 
= 


Черт. 8. 


На черт.8 #=— 15; у=4. 


Задача 2. Построить точку по даинымъ ея ноординатамъ, напр. 2-29, 
у=— 3. 

Рьшен:е. Откладываемъ (черт. 9) по оси абециссь отъ начала ноорри- 
нать въ сторояу, соотьфтствующую знану данной абсциссы (вправо), отрьзонт >' 
ОМ, =: 2, а на прямой, выходящей изъ попучен- 
ной точки №; параллельно оси ординать, въ 
соотетствующую знану данной ординаты сто- 
рону (внизъ), отрьзокъ ММ, равный 3. Ми 
будегь искомой точкой, Можно было-бы отилалы- 
зать сначала ориннату по оси ординать н потомъ 
абсциссу по направлению оси абоциесь; резуль- 
тать быль бы тоть же самый, 


Примъчан!е. Для обозначен точ- 
кн, данной координатами, будемъ ставить 
въ скобкахъ эти координаты, начиная съ абсциссы, рядомъ съ бук- 
вой, обозначающей точку. Напр. (2, — 3) обозначаетъ, что точка 
МЫ имфетъ координаты х=2, у==— 3. 


Черт. 9. 


Вопросы: 1. Какъ располагаются на плоскости точки, имфюшя одну и 
ту же абоцисеу и различныя орцинаты, нначе — точки, координаты которыхъ 
удовлетворають равенству 2 = 4, гдь а нфкоторое постоянное? 

2. Какой геометрическй образъ выдфляется на плоскости, если въ предылу- 
щемЪъ вопрос® постоянному а давать различныя значения, иначе — если @ раз- 
сматривать, каз параметръ? Точно также, если въ равенствь у == Ъ, разомат- 
ривать $, какъ параметрь? 

3. Какими различными способами можно построить точну по давнымъ ея 
координатамь 2=а у=ё и обратно—по данной точкь опредёлить ея ко- 
ординаты? 
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$ 4. Опредфлеше положешя точки въ’ пространств. Для опредфле: 
зйя точки въ пространств двухъ чиселъ двухъ координатъ—недс- 
статочно; для этой цьли необходимо три чибла-—три координаты, 

Въ самомъ дЬиЪ, пространство можно разсматривать образован- 
‘нымъ движенемъ плоскости параллельно самой себф, иначе — въ 
‘пространств можно представить непрерыйный рядъ параллельныхь 
млоскостей. Одну изъ этихъ плоскостей примемъ за начальную. 
Положеще всякой другой изъ’ лараллельныхъь плоскостей опрадЪ- 
‚ляется смёщенемъ ея отъ положеня начальной плоскости въ ту или 
„лругую сторону. Это смьщешще можно опредёлять положительным 
или отрицательнымъ числомъ./” 

Каждая точка пространства лежитъ въ одной изъ параллель- 
ныхъ плоскостей. Поэтому для опредЬиеня положеня точки въ 
чпространствЪ нужно знать число #, выдфляющее одну изъ парал- 
лельныхъ плоскостей, въ которой лежитъ данная точка, и, кром® 
того, согласно предыдущему параграфу, два числа жи у, опредёляю- 
эщихъ положен этой точки на выдфленной ппоскости. СлФдовательно 
необходимо знать три числа--три координаты: я, уи д; чи- 
<ломъ 2 опред®ляется плоскость вЪ пространствЪ, числомъ у— прямая 
на этой плоскости и, наконецъ, числомъ х — точна на этой прямой. 

Мы оставимъ пока безъ ближайшаго разсмотрён!я методъ коор- 
динатъ въ пространств и перейдемъ кт» установленю основныхъ 
формулъ метода координатъ на плоскости формулъ, дающихь воз- 
можность элементарные геометричесме образы или понятя этой 
области переводить на языкъ аналитически. 


$ 5. Разстояше между двумя точками. Даны двЪ точки своими 
координатами (т, у.) и В(х,, у,). Требуется вычисленемъ опре- 
дьлить разстояе между этими точками. Будемъ предпопагать, что 
‘система координать прямоугольная. 

Построивъ координаты данныхъ точекъ (черт. 10) и проведя 
изъ точки 4 прямую, параллель- 
ную оси абсциссъ, до пересЪ- 
чения съ ординатою (или ея про- 
‘долженемъ) второй точки В, 
получимъ прямоугольный тре- 
угольникь АСВ. По теоремь 
Пиевагора имфемъ: 


дв =Уд0 4+ СВ’ Черт. 10. 


Но катёеты этого прямоугольнаго треугольника можно выразить че- 
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резъ координаты данныхъ точекъ. Какъ спЪдуетъ изъ чертежа: 
Аб= мВ, ==: СВ-ВВ-Вб=ВВ-ААеШЬи. 


Сльдовательно 
АВ = У в Ры и “у 


т-е. разстоян!е между двумя точками равняется 
корию квадратному изъ суммы квадратовъ разно- 
стей соотвЪфтственныхъ координатъ этихъ точёкъ. 

Нредыдущй выводъ формулы разстоян!я не указываетъ 
на ея общность, т.-е. остается еще не выясненнымъ, инфемъ ли 
мы право примЬнять выведенную формулу при всякомъ положеши 
точекь А и В относительно осей координатъ. Дадимъ теперь та- 
кой выводъ, изъ котораго вытекала бы и общность формулы. Для 
этого нужно принять во внимане не только величину отрэковъ, 
съ которыми мы оперировали, но и ихъ направленте, Въ аналити- 
ческой геометри мы имфемъ дьло съотрфзками направлен- 
ными, т.-е., въ отличе сотъ элементарной геометр!и, различаемъ. 
отрьзки нё только по’ величинь; но и направленю. 

Усповимся буквами, стоящими у начала и’ конца каного-нибудь 
отрЬзка, обозначать не только величину его,’ но поспЪдователь- 
ностью этихъ буквъ указывать и его направлеше. Какой-либо от- 
рёзокъ ГМ представпяеть такимъ образомъ смфщен{е изъ на- 
чальной точки Г, въ конечную точку М; Два послЪфдовательно 
произведенныхъ смфщеня изъ точки Г, въ точку М, а изъ точки 


РЯ 
ое 


Черт. 11. Черт. 12. 


М въ точку №, лежащую на той же прямой (черт. 11), составляютъ. 
сумму этихъ смыщенй, сумму двухь отрёзковь М и ММ, 
сумму равносильную одному смЪШ ню изъ начальной точки перваго 
отрьзка въ конечную точку второго, При. этомь безразлично, бу- 
Детъ ли точка М лежать между точками Г и № ипи на продол- 
женши отрёзка ГМ (черт. 12). При такомъ опредфлеши суммы двух 
смьщенй или двухъ направленныхь отрЬзковъ имфетъ мфето слЪ-. 
дующее равенство для всякихь трехъ точекь Г, М, №, лежащихъ 


на одной прямой: 
ти ми = Ем. ® 
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Отрьзокъ ЁМ, если М совпадветь съ начальною точкою РЁ, перваго 
отрьзка, не имЪетъ ‘длины и потому ГЕ -—0. Такимъ образомъ мы 
получаемъ второе равенство 


ТМ МЕ 0. ® 


Отсюда 
ри = мг. Ю 


Изъ посльдняго равенства слфдуетъ, что измынить направлен!е 
отрЬзка можно или переставляя буквы въ его обозначени, или 
поставивъ знакъ минусъ передъ нимъ. 

Обращаясь къ обозначешямъ на черт. 10, пегко замфтить, что 
при пюбомъ положени точекь А и В на плоскости точки В, 0 
и В, пежатъ на одной прямой, точно такъ же, какъ и точки 
0, 4,, В,. Сльдовательно, всегда имфють мЪсто слфдующя ра- 
венства: 


Аб=А, В, = 440 ОВ, = — 041 | ОВ: = ва =м ть 
св = СВ ВВ 44, ВВ = — да вв-бить=и-к. 


н, значитъ, при любомъ положен и точекь Аи В на плоскости бу- 


АВ = У ии”, 


Помощью формулы (1) могутъ быть рышены мноМя задачи, гдЪ. 
тольно входитъ вопросъ о разстояни между двумя точками. 


демъ имЪть; 


Задача 1. Данъ треугольникь координатами своихъ вершинъ; 4 (5,3), 
8, -—1), 6(—1 4). Опредфлить его стороны. 


Рьшен!е. По формуль разстояня имъемь 


ав=УБ—2-[8— —ПА=УР-Уб 5, 


вс Уст 4 = У 8 = Ум 58 *) 
САУ 1-8 вл. 


Задача 2, Вычислить координаты центра круга. описаннаго около тре 
угольника АВС предыдущей задачи. 


*) > знакъ приближеннаго равенства. 
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Ръшен!е. Пусть М искомый центрь круга инфетъ координаты =, у. По 
зслощю МА = МВ = МС, какъ рамусы одного круга, Но 


МАУ и—9 ив=У Вит 
ме-Уе--о- 9. 


Сльловательно, пля опредфлешя двуль нензефстныхь ши нифень два 
уразнення: 


Ув 5-8 -У- о 
Ув -Уе о, 


или 
— «89-2050 и —па- Но 


288, 


откуда 2-18, 


Задача 3. Дана точка № (5,3), а другая точка Р перемфщается по 
кругу съ центром въ точкф № и ращусомь ревнымъ 6 единицамъ принятаго 
масштаба. Какимъ уравнешемь связаны перемфнныя коорвинаты движущейся 
точки? 


Рьшен!е. Пусть я, у-перемфиныя коордвнаты точки Р. По условю 
№Р=6. Но по формул® резетояня 


=У—мто-8. 
УЕ -5 


ебу 36. 


Слфдовательно 


или 


Этимъ уравнешемь и связаны измфненыя хоординать движущейся точки Р: 
нельзя дать произвольныхь значен  обънмъ перемённымъ координатам гиу, 
‘а только одной; другая опредфлится изъ предыдущаго уревне! Такимъ обра- 
зомъ кругу соотвЪтствуеть опредфленное уравнене съ двумя перемёнными ко- 
орлинатами, . 


Задача 4. Опредфлить координаты точек пересёчены круга задачи 3 съ 
осыю абециесь и осью ординатъ. 


$ 6. Вычислене координать точки, дфлящей данный отръзокь въ 
данном отношении, Часто попожене н®которыхъ точекъ какой-ни- 
будь фигуры опредфляется координатами, измёренными напередъ, 
а положеше другихъ -- какими-нибудь геометрическими усповями. 
Возникаетъ, такимъ образомъ, задача — вычислещемъ опредфлять 
координаты этихъ посльднихь точекъ. Къ числу подобнаго рода 
задачъ относится слёдующая: . 

Даны двЪ точки своими координатами А(ж, у,) и В(,, 9, )- 
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Точка М дьлить отрьзокъь АВ (черт. 13) въ отношени ам 


Найти координаты точки М. 
Можно даже считать точку М лежащей на продолжени въ ту 


Черт. 18. Черт. 14. 


`вли другую сторону отр®зка АВ (черт. 14). Въ такомъ случаф мы 
"будемъ говорить, что точка М дфлитъ отрьзокь АВ внЪш- 
‹иимъ образомъ. При такомъ положеши точки М отрьзки АМ и 


м 
МВ имъютъ разное направлен, и, отношеше ам, обозначенное 


нами буквой 4, будетъ числомъ отрицательнымъ, при 
-чемь абсолютная величина его будеть больше единицы, если 
точка М лежить на продолжени АВ въ сторону точки В, и мень- 
ше единицы, если точка М лежитъ на продолжеши АВ въ сторо- 
ну точки А. ‘ 

Если точка М данё (черт, 1 или 13), то тмъ самымъ дается 
„м число д. Обратно, если дано число 1, то легко опрадляется и 
положеше точки’ { на прямой АВ. Такого рода число, которое 
выдфияеть какимъ-либо способомъ изъ ряда оцнородныхь гео- 
метрическихъ образовъ одинъ, называется параметромъ *), 

Строимь координаты точекь 4, В и М. Прамыя АД, ВВ, и 
ММ, параллельны и, какъ параплельныя, разсъкаютъ прямую АВ 
в ось абсциссъ на пропорщюнальныя части. Принимая во внимаше 
сверхъ того и направлеше соотвЪтственныхь отрЬзковъ, будемъ 
имЪть, такимъ образомъ, сафдующую пропорщю: 


*).СР. введеше $ 8. 
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Но, согласно правиламъ вышеустановленныхь дьйстый съ напра- 
вленными отрфзками, имфемъ: 
АМ, 
348, = м,04 ОВ, = — ОМ, | ОВ, = ера. 


О ом, = — ОЕ ОМ, = м-н 


‹ АМ _ 
КромЬ того, по усповю ив =^ СлЪдовательно, 


РЬшая это уравнене относительно х, будемъь имфть: 


г—ш-аы—аа ми арена, 
откуда 


Подобнымъ же образомъ, проводя черезъ точки А, Ви М прямыя 
АА, ВВ, ММ,, параплельныя оси абсциссъ, найдемъ 


ак _ам 
В, мВ’ 


а, замьняя отрЬзки перваго отношеня черезъ ординаты данныхъ. 
точекъ, полунимъ уравнене 


У 
у 
изъ котораго опредфляется у: 
=. 
т--А 


Если точка М лежить въ серединь отрьзка АВ, т.е. 
АМ = МВ, то 2—1. Обозначая черезъ. 
2%, %, координаты середины отрьзка,. 
получимъ 


мт 
аа, 


= 


т.е. координаты середины отрфэка рав- 
няются полусуммамъ соотв тственныхъ. 
координетъ нонцовъ его. 


Черт. 15, 


Задача 1. Данъ треусольникъ координатами своих вершин; А {5,3), 
1), 0-14). Опредфлять координаты точки пересфчены медтанъ (черт. 15). 
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Рьшен!е. Въ точнЬ пересчены мещан каждая мешана раздвляется на 

двЪ части, изъ которыхъь одна, считая оть вершины, вдвое больше другой. 
Ам 
КЕ 
какъ середвны отрьзна ВО, легко опредёляются: 


ВО 14 
2 5’ я з 


=2. Координаты точки А даны. Координаты же в}, у; точки М, 


я 


Слёдовательно, опредфляются и координаты &, у точки М, вели принять во 


вникане, что 2 
чт = ЗИ, 


Задача 2, Опредфлить медыны треугольника предыдущей задачи, 


РЪъшен[е. Координаты вершинъ даны. Координаты основан! медант, т.-е. 
серединъ сторонъ даниаго треугольника опредЬляются по соотвЪтствующи мт 
формуламъ. Координаты точки Ми: . 


- ое 
Е 


= 


координаты точки Му: 


"Сльдовательно, 


Задача 3, Вычислить координаты точки пересёчешя мещанъ трауголь- 
вика 4, ул), Вел, у»), С(е, Уз). 


от. г А ии 
ы ’ 3 


Задача 4. Въ зершинахь треугольника А(т, 11), В(еь за), (ть з} понф- 
зшены оцинаковыя массы, Вычислить хоординаты центре тяжести (точнфе центра 


параллельныхь силъ) этихь массъ. 


О:в. в= ея 


+=, В+ 
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Задача 5. Въ вершинажь (2: Ур, В(ть у), Се у) помфщены массы зи, 
2, |, Вычислить координаты центра тяжести этихь массъ. 


оть ве РР ИЬ, уд ь. 
8 7, Вычислеше площади многоугольника ло координатамъ его вер- 
шинъ. 1. Разсмотримъ предварительно частную задачу—задачу опре- 
дьленя площади треугольника, 
одна изъ вершинъ котораго лежитъ 
въ началЪ координатъ. “Такой тре- 
угольникъ будетъ вполнё опредёленъ 
координатами двухъ остальныхь сво- 
ихъ вершинъ. Къ этой задачЬ сво- 
дится и общая задача опредфленя. 
площади любого многоугольника по 
координатамъ его вершинъ, 


Черт. 16. 


Будемъ предполагать систему коор- 
динатъ прямоугольной. Пусть м, у, —-данныя координаты верши- 
ны 4,22, у,—данныя координаты вершины А, треугольника ОА, А, 
(черт. 16). Обозначимъ стороны треугольника ОД, А„, выходя Яя изъ 
начала координать, черезъ т,, 7, а углы ихъ’ наклона къ оси абс- 
циссъ черезъ ф, и ф,: 


РА и 
Ол =т быть ЗОЖЕуь 2059 


Уголъ при вершинф О опредфляется черезъ углы ф, и Ф,: 


А 
10 = а — 91. 


ОтрЬзокъ, соединяющй начало координатъ съ какой-либо точкой- 
плоскости, часто называется рад1усомъ-векторомъ, а уголь 
эго наклона къ оси абсциссъ — 
амплитудой. Радусъ-векторъ г и 
амплитуда ф какой-либо точки А 
плоскости (черт. 17) связаны простынъ 
соотнощещемъ съ декартовыми коор- 
дннатами хи у этой точки—соотно- 
шенемъ, вытекающимъ изъ разсмо- 
трьня прямоугольнаго треугольника 
Ол! А: ° 


тевфит, гну, [67 
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Воспользуемся для вычислен!я площади треугольника радусами- 
векторами #, и т, и амплитудами ф, и ф,, какъ вспомогательными 
величинами, и послф введемъ вмфсто нихъ, на основани соотноше- 
ня (1), данныя координаты вершинъ треугольника. 
Площадь треугольника равна половинф произведеня двухз» его 
сторонъ. на синусъ угла, заключеннаго между этими сторонами; 


1 
А ОА, А, т.т. 58 (фа — $1) 
или 
1 
А 04, 45= 5 уз (8 $608 1 — 608 фу 51 91) = 


1 . 
51 208 фа. пуяйи фа — о 08 фу. явь). 


Но по формуламъ (1): 
А В 
Слвдовательно, обозначая сокращенно площадь треугольника Од, А, 

черезь Д.,, будемъ имЪфть: 


1 о 
Дз= 5 (а — зу) &® 
‘или символически: 
м | в 
ды *| ® 
Символическое выражене 


[п я 


мы будемъ понимать какь разность произведен составляющихь 
его элементовъ, расположенныхь по дагоналямъ: 


[жи 


Самое выражеше въ томъ (2) или другомъ (2’) его видЬ назы- 
вается опредфлителемъ или детерминантомъ. Это одинъ. 
изъ простфйшихъ детерминантовъ —детерминанть второго поряя- 
ка (по числу элементовъ въ строк или столбцф). 

Детерминанты различныхь порядковъ встрьчаются при рышенн 
уравней первой степени со многими неизефстными; числители и 


знаменатели рЫшенй и будутъ детериинантами. 
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Аналитическое выражене цля площади треугольника: 


и 9% а — Ф) : (аз — жи) 

можеть имёть какъ положительное, такъи отрицательное значене. 
смотря по тому, будетъ ли‘ф, больше или меньше ф,. Какъ же по- 
нимать отрицательное значеше площади? 

Будемъ располагать вершины треугольника ‚430 въ круговомъ 
порядкВ: за А, сльдуетъ А,,за А, вершина 0, за О—вершина А., 
Если ф.2>ф, то это чередоване вер- 
шинъ (черт. 16) обратно движентю 
часовой ‘стрфпки. Если же $, > ф,, то 
чередоване вершинъ (черт. 18) соглас- 
но съ движешемъ часовой стрёлки. 


Круговая перестановка вершинъ не 
мъняетъ знака площади: площади тре- Черт. 18. 
угольниковъ 4,4,0, А.О4,, ОА, А, имъють одинаковый знакъ. 
Если въ задач требуется вычислить только площадь `треуголь- 
ника, то чередован!е его вершинъ не нграеть особой роли и въ 
результатЪь вычислешя по формулЬ (2) мы можемъ отбросить 
отрицательный знакъ, если таковой получипся. Но во многихь 
зопросахь то или другое чередоваше вершинъ и, сл®довательно, 
знакъ площади имфетъ существенное значене, какъ, напр., въ слЪ- 
дующей задачь вычислея площади многоугольника. 

2. Вычислен:е площади многоугольника по коор- 
динатамъ его вершинъ. Положимъ, требуется вычислить пло- 
щадь пятиугольника 4,4,4,4,А,, координаты вершинъ котораго 
даны: 


Ат, 91),  АКжь у), Аль У),  Ать и»  Ауть Уз). 


Соециняя вершины этого пятиугольника (черт. 19) съ началомъ 
хоординатъ, получимъ пять треугольниковъ: 


ОЛ, А, ОАзА, ОлзАь ОДьАь ОЛА. 


Площади этихъ треугольниковъ могутъ быть выЧислены по’ фор- 
мулЪ (2): 


204:4:= Аль А Одьь = (зы А Одьу = Да, А ОА = ДА» 
Д 04541 = Ды. * 
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Еспи вершины каждаго треугольника чередуются такъ, какъ укз- 
зано самымъ обозначешемъ (напр, въ ДОА. А, за О слёдуеть 
А, за А; сп®дуеть А,, за А, — вершина 0), то первыя три ппо- 
щади попожительны, а послфдн!я двЪ отрицательны. Апгебраиче- 
ская сумма этихъ площадей дастъ разность абсолютныхъ значенй 
площадей многоугольников 04,А,А,А, и ОА, А, А,, т.-е. площадь 
° многоугольника 4. АА, А,А,. 
Такимъ образомъ имфемъ: 


пл. 41. 43.43.4445 = Ды -- Ав + Ди + Дь- Дя {3} 
или 


,- 
ЕЕ АЕ АЕ ЧЕ 


Выражеше (3) или (3) можеть дать положительное или отри- 
цательное значеше такъ же, какъ въ 
случаь площади траугольника. Если у 
чередоваще вершинъ въ указанномъ 
порядеф, которое принято вс внимаше 
при составленуи уравнены (3'), обратно 
движению часовой стрёлки то площадь 
многоугольника попучится положитель- 
ней. При чередоваши согласномъ съ 
движешемъ часовой стрёлки площадь 
будетъ отрицательной. 

Какъ частный случай формулы (3) 
или (3’), можно составить выражеше для площади любого треуголь- 
ника 4, А, А.: 


Черт. 19. 


4,454, = Ды-- Да + Аи [© 
или 
Е ЕВЕ 
у [вн + бен зы аи -- =). | 


Задача 1, Вычислить площадь треугольника АВС, координаты вершииь 
котораго даны:  4($, 3), 82,1), 6614), 


Ръшенте. 


4486 =А 048+ д080+- Д0бА 
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илн 


ДАВС = Дь+ Дв+ Да 
1.4 
| 53 |} 


а ез-ое-онс в еп. 


А 486 = — 184 вв. ед; абсол. величина площ. — 191}; кв, ед. 


Зацача 2. Опредьлить высоты того же треугольника АВС (черт. 20), 


Ръшен!е. Зная площадь треугольника и 
д 
> его стороны (стр. 25), можно вычислить и высоты: 


68-58; 14480 | =19Чь, 
4 4АН.58— 1345; АН 45. 


Выведенныя въ этой глав формулы — 
в формула разстоян!я, формула для вычисле- 
Черт. 20. ня координать точки, дълящей данный отр- 
зокъ въ данномъ отношен!и, и формула площадл треугольника. съ вер- 
шиной въ началЪ координатъ—даютъ возможность рышить цвлый 
рядъ задачъ на вычислене, на опредфлеше геометрическихь ве- 
личинЪ, связанныхь съ фигурой, опредфленной координатами нф- 
которыкъ своихъ точекъ. . . 
Слфдующе параграфы посвящены выясненшю другой идеи ана- 
питической геометри,— идеи, по которой изучеше. геометрическихъ 
формъ, именно линШ, сводится къ изслёдованю ‘уравнений, по- 
священы выяснению геометрическаго значення уравненя, связываю- 
щаго двЪ перемённыя величины хи у. 


8 8. Перемфнныя (тевущя) координаты. Геометрическое значеше 
уравненй. Въ предыдущихь параграфахъь мы разсматривали опре- 
дълевныя попоженя точекъ и составляли формулы для вы- 
численя зеличинъ по даннымъ (постояннымъ) координатамъ 
нЪкоторыхъ точекъ, опредфляющихь эти величины. Теперь мы 
будемъ разсматривать неопредьленныя положешя точекъ, будемъ 
разсматривать точки, мфняющЫ свое положеще, движущеся точ- 
ки; координаты ихъ будуть перемЪнными величинами. Если 
измфнене координатъ точки ничфмъ не. ограничено, то можно, да- 
вая произвольныя значеня координатамъ и произвольно ихъ мфняя, 
перевести точку изъ одного положен въ любое другое на той же 
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‘плоскости и какимъ угодно путемъ, Такимъ образомъ, совокупность 
всьхъ точекъ плоскости можно обозначить символомъ (2, у), тдЪ 
хи у перемфнныя, нич6мъ неограниченныя въ свовмъ изыфнени. 
Боли же измфнене координатъ ограничено вакимъ-либа усповшемъ, 
то и движеше соотвфтствующей атимъ координатамъ точки будеть 
‘ограничено. Напр., пусть координаты 2, у могуть измфняться ка 
ждая лишь въ предфлахь оть 0 до 1: 
0=1=<51, 06<у-<1. При такомъ ‘ограни- 
чени соотвфтствующая точка можеть заки- 
„мать любое положеше внутри квадрата 
ОЛ, АЛ, (черт. 21), но не вы его и не 
на его периметрь, Предыдущее ограниче- 
не измёнешй координать выражено не- 
`равенствами. Но ограничительное усло- 
ве можетъ быть выражено уравненземтъ, ‘ Черт, 21. 
«вязывающимь  перемённыя координаты. 

Такое уравнеше устанавливаеть функцюнальную зависимость измё- 
нен/я одной координаты отъ измфненм другой. Одна изъ перемфн- 
ныхь координатъ, напр. х, будетъ аргументомъ, другая у-—-функ- 
зцей *). Если рьшить данное уравнее относительно перемфнной 
координаты, принятой за функщю, то фунишональная зависимость 
будеть выражена явно, т.-е. явно будуть указаны т дйстЕЙя, 
чоторыя нужно совершить надъ аргументомъ для получешя соот- 
вЪътствую щаго значемя функши, и порядокь ихъ. Такимъ обра- 
зомт. одна изъ перемённыхъ координатъ даннымъ уравнешемъ опре- 
„дфляется, какъ функшя другой: 


у =/ (2). [3 


Первая часть даннаго—нерфшеннаго еще—уравнен я, устанавпи- 
вающаго функшональную зависимость перемьнныхь координатъ, 
представляеть тоже рядъ дЪйсть!И, совершенныхъ надъ постоянными 
ореинаня и перемфиными х, у. Поэтому для общаго обозначея 

‘можно воспользоваться такими же символами, какъ и для какой- 
лиро функши, ставя въ скобкахъ обф перемфнныя хи у, надъ ко- 
-торыми совершаются прецполагаемыя операщи: ‚, 


РУ =0. {2} 


Львую часть этого уравненя можно разсиатривать, какъ функщю 


*) Внеден!е 8 8. 
з* 
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двухъ перемфнныхь х и у. Различнымъ значешямъ перемфн- 
ныхь хи у соотвьтствуютъ различныя значешя этой функщи. Но: 
такъ какъ по условю величина этой функщи все время равна нулю, 
то мы можемъ давать произвольныя значеня лишь одному перемн- 
ному, напр. м, другое уже тфмЪ самымъ будетъ опредёлено. 

Дана ли намъ зависимость перемфнныхъ или текущихь коорди+ 
натъ явно (1) или неявно, т.-е. уравнешемъ (2), мы можемъ подо- 
брать безчисленное множество значешй для абсциссы (аргумента). 
и соотвётствующей ординаты (функши), которыя будуть удовле- 
творять данному (ограничительному) усповю. Такимъ образомъ. 
мы можемьъ построить безчисленное множество точекь, координаты 
которыхъ удовлетворяютъ данному уравнен!ю вида (1) или (2). Но какъ. 
располагаются эти точки на плоскости? Отвфть на этоть вопросъ 
зависить оть свойствъ того уравненя, которому должны удовле- 
творять координаты этихъ точекъ, иначе -— отъ рода той функщи, 
которая опредЪляется этимъ уравнешемъ. 

Изь всей совокупности функшЙ, каюя только можно себЪ вообра- 
зить, выдьляется особый классъ, 'имЪющи особенное значеше въ. 
приложешяхъ, это такъ называемый классъ непрерывныхъ функшй. 
Функши раздфляются на непрерывныя и прерывныя. Не- 
прерывной въ какомъ-либо интервалЪ функщя называется въ томъ. 


случаЪ, если при безконечно маломъ приращев!и независимаго пе- 
ремфннаго въ этомъ интервал она сама получаетъ безконечно 
малое приращеше, Въ общемъ же случаф этого можеть и не быть. 
Подъ безконечно малымъ мы понимаемъ такое приращеше, вели-, 
чина котораго можеть быть какъ угодис мала, Примфромъ безко- 


1 
нечно малой величины можетъ служить дробь п’ Знаменатель ко- 


торой безпредфльно увеличивается; дЪй- 
ствительно, по МЪрЬ приближеня п къ 
<о дробь будеть стремиться къ нулю. 
Если разсматриваемая функц (1) или 
{2)— непрерывна, то можно построить ц*- 
лый рядъ точекъ 4, В, (,..... коорди- 
наты которыхъ, соотвётственно отли- 
Черт, 22, чаясь очень мало одна отъ другой 

(черт. 22), удовлетворяютъ опредфляю-. 

щему функцию уравненю, Между этими точками можно вставить. 
рядъ другихъ точекъ и, #,...., координиты которыхъ также удо- 
виетворяють уравненю. Продолжая это построене безгранично- 
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‘таюъ, чтобы безконечио малыя разности абециссъ сосфднихъ точекъ 
‘стремились’ къ нулю, мы должны заключить, что и ординаты со- 
сЪднихъ точекъ безконечно мало отличаются одна отъ другой, а 
построенныя такимъ образомъ точки располагаются все болье и 
болфе тёснымъ рядомъ, стремясь образовать или заполнить и%ко- 
‘торую лин1ю. 

Если—обратно—дана какая-либо лин|я на плоскости — кри- 
вая ипи прямая *), то тёмъ самымъ устанавливается функщюналь- 
ная зависимость координатъ точекъ, лежащихъ на этой лини. Дру- 
гими словами — при движеши точки по лини координаты ея мЪ- 
няются, но мЫняются въ зависимости одна оть другой: любому 
произвольному значению абсциссы, взятому аъ границахъ, опредЪ- 
ляемыхъ данною лишей, соотьфтствуеть опредьленное значеше ор- 
динаты. Такимъ образомъ ордииата является функщею абсциссы: 


у=Г®. 


Но какова природа этой функщи, можно ли ее выразить анали- 
`тически, т.-е. помощью алгебраическихъ или вообще математическихь 
-символовъ, характеризующихь рядъ дЬйствй надъ постоянными и 
перемфннымъ 2, это зависить оть того, какъ дана намъ лины, 
какими геометрическими услов'ями она опредфлена. Если она просто 
начерчена, то это еще не значить, что она дана, ибо начерченная 
лин}я есть въ сущности большей или меньшей ширивы полоса, 
заполненная типографской краской, чернилами, мфломъ ит. п. а 
при сильномъ увеличени-—просто совокупность отдфльныхъ участ- 
ковЪ чернилъ, мьпа и т. п. Съ этимъ даннымъ образомъ мы лишь 
приближенно связываемъ представлеше о пинм, и лишь прибли- 
женнр можно выразить аналитически не вполнЪф опредфленную функ- 
цюнальную зависимость абсциссъ и ординатъ. 

Но если лишя дана, какъ геометрическое мЪсто точекъ, удовле- 
творяющихь какому-нибудь общему выдфляющему ихъ усповтю, но- 
торое можетъ выражать или свойство геометрическаго мЪфста или 
способъ построеня его точекъ, тогда можно перевести опредъляю- 
ия геометрическя усповмя на языкъ аналитическЙ и составить 
‘такимъ образомъ уравнене, которому должны удовлетворять коор- 
„динаты точекъ этой лини, 


*) Будемъ предполагать пока, что прямая не параллельна ни оби абецисеъ, 
чи оби ординать, 
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Задача аналитической геометрии и состоитъ въ томъ, чтобы 
лин!и представлять въ ухазанномъ смысл уравнен1ями и, из- 
слфдуя свойства этихъ уравненй, дёпать заключене о свойствахъ. 
соотвытствующихь линш. Съ другой стороны и при изслЪдовани 
вопросовъ чисто-аналитическихь мы можемъ иллюстрировать урав-- 
нения, содержация двЪф перемфнныя величины, лиНЯми и такимъ. 
образомъ задачи аналитическ!я представлять аъ конкретной форм®. 


$ 9. Примфры составлешя уравненя данной линии. 1. Какому урав- 
неню удовлетворяють координаты точекъ, одинаково отстоящихъ- 
оть двухьъ данныхъ точекъ? 
Рьшенте. Геометрическое мфето точекъ, одинаково отстся- 
щихь оть двухъ данных точекъ, есть перпендикуляръ, возста- 
© вленный изъ середины отрёзка, соединя- 
А \\ ющаго эти точки. Такимъ образомъ, пря- 
мая лин1я дана эдЪсь нёкоторымъ свой- 
ствомъ, которымъ обладаютъь вс точки 
ея по отношеню къ двумъ даннымъ точ- 
камъ. Пусть одна изъ данныхь точекь лё- 
жить въ начал координать— предположе- 
не, нисколько не уменьшающее общности- 
задачи. Другая данная точка А (черт. 23) 
пусть имфетъ координаты т, п. Любая точка Р’ искомаго геометри- 
ческаго мфста, имфющая координаты д и у, одинаково отстоитъ отъ- 
точекь О и 4: ` 


Черт. 23. 


Р0= РА. 


Но по формулЬ разстояня имфемъ: 


РОо=Уяу, РА-Уи— пои. 


СлЪдовательно, 

Унря-УБЕЕЕЕЫЕя 
или 

риа тя, 
откуда 


т -|- пу — (ий -- п) =0. 


Получили уравиене первой степени относительно и у, Не 
вФдь всякую прямую на плоскости можно разсматривать, какъ гео- 
метрическое мёсто точекъ, одинаково удаленныхь отъ двухь дан- 
ныхъ точекъ. СлЬдователёно, всякая прямая на плоскости 
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представляется уравнен{емъ первой степени, связы. 
вающимъ текуш1я координаты х иу, т.е. координаты 
различныхЪъ точекъ этой прямой. 


2. Составить уравнене, которому должны удовлетворять коор- 
динаты точекъ круга съ центромъ въ точкь М(а,0) и радусомъ, 
равнымъ г. у 


Рьшен!:е. Всякая точка Р(%,у) (черт. 24) круга отстоитъ отъ 


Черт, 24. Черт. 25. 


его центра Л4(а,5) на постоянномъ разстояни, равномъ +. Но по 
формулЪ разстоящя имфемъ 


РМ = Ув 


СлЪдовательно, 


(2 


я 
или 


е-ау и. › 


Этому уравненбю и должны удовлетворять координаты любой точки 
даннаго’ круга. Если точка перемЫщается по кругу, то координаты 
ея будуть измёняться, будуть перемфнными величинами, связан- 
ными уравнешемъ круга. 

Въ частности, если центрь круга лежить въ началЪ коор- 
динать (черт. 25), то уравнене круга принимаетъ сльлующй видъ 


Уи, 
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$ 10. Примбры построефя лия по данному уравненю, связыва- 
ющему тенушйя координаты. 1.`Дано уравнеше 


2=—Зу—6=0. 


Опредфляемъ отсюда у и, давая различныя произвольныя  значеня 
х, вычисляемъ соотвфтственныя значеня у: 


Строя точки по вычисненнымъ ноординатамъ, не трудно зам®- 
тить, что онф располагаются по прямой лини (черт. 26). Выше 
было указано, что всякая прямая 
представляется уравненемъ первой 
степени. Но это еще не значитъ, 
что всякое уравнеше первой сте- 
пени съ двумя текущими координа- 
тами х, у представляеть прямую, 
Въ данномъ примВрф мы видимъ, 
что это такъ, потомъ мы `дока- 
жемъ, что такъ и должно быть. 

Черт. 26, 2. Дано уравнеше у=х. Рядъ 

` точекъ, координаты которыхъ удо- 

влетворяютъ этому уравненю, расположенъ на прямой, дьлящей 

координатный уголъ пополамъ, ибо только для точекь этой пря- 
пой абсцисса и ордината равны между собой. 


3. Дано уравнеше 


1 
= — =. 


Опредфлить видъ той кривой лини, точки которой имфютъ коор- 
динаты, удовлетворяющя данному уравненю. 
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Давая произвольныя значеня абсциссЬ 2, вычисляемь соотвЪт- 
<ственный значеня ординаты у: 


ы и | + 


3 | _— Н] — — 
НЕ 


|2, 154 о 


у Ё» 


| ео}, 
В 


9-9, 


При построени точекъ этой кривой лини должно замфтить слЪ- 
дующее. Если бы у равнялось т, 


1 
ане #— у’ то точки, абсциеса и 


ордината которыхъ одинаковы, распо- 
пагались бы на прямой лини — бис- 
<ектрис® координатнаго угла (черт. 27). 
Орцинаты же строимой кривой меньше 
соотвфтственныхь ординать биссек- 
В й 
трисы на № СлЬдовательно, кри- 
вая ‘располагается подуь биссектри- 
<ой, координатнаго угла и тёмЪ бли- 
же подходить къ этой биссектрисЪ, чмъ больше х по абсолютной 


Черт. 91, 


величин, ибо 2 будетъ тЬмъ меньше. При х, стремящемся без- 


гранично увеличиваться, —; стремится къ нулю и кривая безгра- 


нично стремится слиться съ прямой, никогда не сливаясь съ 
нею иначе, сливается съ нею въ безконечности. Прямая, имфющая 
‘такое отношенше къ кривой, называется асимитотой **). 


Въ интервадь оть—1 до-|- | х по абсолютной величин мень- 
1 
ше 1 и, спьдовательно, — 5 больше 1, а при безграничномъ умень- 
шени х до нуля,—беагранично увеличивается до со; ордината у 
1 
равная х— —,, стремится къ — со. 
= 
*) Число. положительно, каконо бы ни было значене х_положительное или 
Е: 


отрицательное. —. 
=") Оть греч. доригите»-слизаюсь совпалаю, --отрицане; $ Фабилтитоз. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 
1. Построить точки 


42,3); 885:—4: 0(—3,); 951; —25); ВУЗ, УЗ. 


2. Что можно сназать про координаты точекь, лежащихь: 1) на оси 
абоциссь, 2) на прямой, параллельной оси абсциссь, 3) на оси ординатъ, 4) на 
прямой, параллельной оси ординатъ? 

3. Какое соотношен{е между координатами точекъ, лежащихь на биссектри- 
сЬ ноординатнаго угла?-на биссектрись угла, смежнаго координатному? 


Отваты уу 


4. Точка лежить на прямой, выходящей изъ начапа ксординать м накло- 
менной къ оси абециссь подъ угломъ ф == 307. Какое соотношен!е между коор- 
динатами этой точки, если система ноординать прямоугольная? 


Отвъты у= 7 


уз 


5. Опредьлить стороны, медшны, биссектрисы, высоты и площадь треуголь- 
ника АВС, даннаго координатами его вершимъ; 4 (2,5); В(—3,7; С(,—2) 


Отафть 4В=У29-5,4.5 80 =\У97 = 3,84.; 40= У == 706. 


медана АМ, = РАС 39; — биссектриа Але У ЗАТ; 


высота АН = м5 375 ДАВС =18,5 кв, сд, 


$. Составить уравнене, которому удовлетворяють координаты точен, оди- 
ваково ототоящихь отъ данныхь точекъ 4(2,3) и В(5,6). 


Отёзты. #-Бу=8 
(при прямоуг. сист. коорд). 


7..Опредфлить кооркинаты точки, одинаково ототоящей огь точекь 442,3), 
85,8 и находящейся оть начала координать на разстоянзи, равномъ \/ 


Отвфты (1) н (1;7). 


8. Опредфлить координаты точни Д, кополняющей треугольникъ (5; 3), 
В; —1), С(—1; 4) до параллелогремма, для котораго сторона треугольника 
АВ служить шагональю, 


Отвфты (8; 2). 
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4. Ураввеще прямой съ углозымъ ноэффищентомъ. Въ предыду- 
щей главЪф мы видЬли, что текушИя координаты точки, движущейся 
по прямой, связаны въ своемъ измёненй уравненемъ первой сте- 
пени. Это уравнеше можеть имфть различные виды, каждый изъ 
которыхъ характеризуется особымъ геометрическимъ значешемъ его 
коэффишентовь соотвЬтственно положен прямой. 

Пусть данная прямая АВ (черт. 28) пересфкаетъ ось ордниатъ 
въ точкь В, отстоящей отъ начала координатъ на разстояни 
ОВ-=Ь, и наклонена къ положи- 
тельному направлентю осн абециссь 
подъ угломъ а. Пусть &в==й, Ве- 
личинами Ки 6 вполн опредЪ- 
ляется положеше прямой: фи 8— 
параметры прямой *). 

Строимъ координаты какой-ни- 
будь точки М этой прямой: х=0М, 
и—= М, М. Изъ точки В проводимъ Черт, 28: 
прямую ВР, параллельную оси . 
абсциссъ до пересёченя въ точк® Р съ ординатою точки М. Изъ 
прямоугольнаго треугольника ВРМ имфемъ: 


/»Х 
АЕ = оЕВЫ. 
Но 
РА 
РИ-У-Б ВРЕОМ. =» ЕВМ=а. 


Сльдовательно, 


*) О параметрахь см: введеше $ 8 
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Этому соотношению удовлетворяютъ кобрдинаты любой точки пря- 
мой. ПослЪ преобразован и замфны Ша его величиной Ё полу- 
чимъ уравнеше прямой въ слЪдующемъ видЬ: 


узо. 


Козффишенть при 2 въ этомъ уравнении, т.-е. &, называется угло- 
вымъ коэффиц!ентомъ прямой и геометрически означаетъ, 
какъ уже было замфчено, тантенсъ угпа наклона прямой къ оси 
абсциссъ. Величина $ называется начальной ординатой. 
Если угловой коэффищентъ положителенъ, то уголъ наклона 
прямой къ оси абсциссъ будетъ острый, ибо угловой коэффищенть 
есть тангенсъ этого угла ‚наклона прямой къ положительному напра- 


Черт, 99. Черт. 30, 


вленю оси абсциссъ. При этомъ ордината у точки, движущейся по 
прямой, возрастаеть (черт. 29) вмЪстЪ съ увеличещемъ абсциссы т. 
При отрицательномъ угповомъ коэффишент® уголъ наклона прямой 
къ оси абсциссъ будеть тупой, и съ возрасташемъ абсциссы х ор- 
дината у убываетъ, иначе—алгебраически уменьшается (черт. 30) 

` Еспи Ё=-0, то уравнеше прямой прини- 


у маеть видъ: 
у=8. 
® 
о, = Такъ и должно быть, ибо при #==0 прямая 
з—| А параллельна оси абсцисеъ и ордияата точки, 


движущейся по такой прямой, сохраняетъ по- 
стоянную величину. 

Если прямая перпендикулярна къ оси абсциссъ, то в=л/2 
и 9а=Ё 0, а начальная ордината Ь или тоже безконечно 
велика, или неопредЪленна, если прямая совпадаетъ съ осью орди- 
нать, Каждая точка прямой имфеть (черт, 31} одну и ту же 


Черт. 31. 
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абсциссу. равную, напр., а: 


Это равенство, выражающее постоянство абсциссы, и будетъь урав- 
нен!емъ прямой. Оно можетъ быть получено изъ уравненя съ 
угловымъ хоэффищентомъ, хакъ предфльное при # — со, и $ конеч- 
номЪ или безкснечномъ*). 
Теперь мы можемъ доказать, что всякое уравнеше первой сте- 
пени относительно х`и у: 
Аз Ву--С 


о) 


есть уравнен!е прямой. 


Въ самомъ дЬлЬ, опредфливъ изъ этого общаго уравневя пер- 
вой степени у, какъ явную функшю х, иначе—рфшивъ уравнеше 
относительно у, получимъ: 


у=-Ъ 


(2) 


ыо 


А 
Опредьлимь теперь уголь так, чтобы фа — 5, и постро- 
имъ прямую, которая быпа бы наклонена къ оси абециссъ подъ 
угломъ а и отсЬкала бы оть оси ординатъ отр®зокъ 6, равный = 


Составляя по предыдущему уравнеше этой прямой, мы получимъ 
уравнеше (2). СлЪдовательно, уравнеше (2) или ему равносильное 
(1) представляеть прямую. 

Для построен:я прямой по данному ея уравненю достаточно 
найти координаты двухъ какихъ-нибудь точекъ пря- 
мой, давая одной изъ координать произвольное значеше и опре- 
дЪъляя другую изъ даннаго уравненя прямой. 


Прихфръ, Построить прямую, данную уравнемемь: 


3—6 = 


Ищемь на прямой двЪ точки: одну съ абоциссой 2==1, а другую съ аб- 
сциссой д=--Т. Какъ нетрудно яндёть изъ уравнения прямой, такими точ- 


| 5 В 
буежЬ ви У -- р. При В = оо, | или стремится къ, наи (при 


В — 05) неопредьленио и можеть быть равно, напр. —а. Сльдовательно, уре- 
энеще прямой принимаеть видь: 2=0, или #—#=0. 
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вами будуть С(1; 41) и ОСЬ И) (черт. 32). Построивъ эти точки и соеди- 
нивъ ихъ прямой, мы тъмъ самымъ и рЬшаемъ поставленную залачу.` 


Можно было бы для построевя прямой искать точки пересфчешя прямой 
съ осями координать; для этого нужно сначала положить у = и вычисиять 
изъ уравненя прямой х, а потомъ положить 2 =0 
и вычислить у. Талимь образомъ найденъ дёЪ точ- 
ки: 4(—2; 0) и В; 3). 


Вопросы: 1. Каково положене прямой отно- 
сительно осей координать, если въ ея уравненм. 
козффищенть 4 ревень нулю, т.е. если вя урав- 
нене имфеть видъ Ву-- 0-0? 


2) Каково положеше прямой, если В = 


Черт. 82. 3) Каково попожеше прямой, если С == 0? 


8 2. Опредълеше угла между двумя прямыми, данными своими урав- 
нешями. Пусть двЪ прямыя АВ и 4,В, (черт. 33) даны уравне- 
эями: 


УЕ 
ут ж-ры, ° 


Геометрическое значене угловыхъ ко- 
эффишентовъ даетъ возможность опре- 
дьлить углы наклона в и в, этихъ 
прямыхъ къ положительному напра- 
вленю оси абециссъ: 


«= = <) Черт. 38. 


Требуется по этимъ даннымъ опредфлить уголь ф между этими 
прямыми. Какъ видно изъ чертежа, уголъ @,, внъшый дря тре- 
угольника АД, и, слЬдовательно, 


м =е4х, 


откуда 
ф=ч—«. ` <) 


Если углы а и а, опредфлены изъ уравненй {1), то формулой (2) 
и опредфляется искомый уголъ между двумя прямыми. 
Чаще понимають поставленную задачу, какъ задачу опредфлешя 
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какой-нибудь тригонометрической величины искомаго угла. Найдемъ 
чему равняется #9: | 


и ия, 
Но 
Яиаы, бе=Е; 
<лёдовательно, 


=. 
ты 8) 
Формула (3) и представляет рьшене поставленной задачи. 
Примфръ, Опредфлить уголь между двумя прямыми: 
2-39-83 =0 и 62—20, 


Рьшенте. Опредфляемь сначала угловые казффищенты этиль прямыть, 
Жля чего решаем данныя уравнешя каждое относительно у. Изъ перваго урав- 
неня имфемъ: 


т 
узде, 
изъ второго: 
2 
. у 25. 
Спфловательно, 


№=2. 
Если обовначниь искомый уголь черезь ф, то по форнуль (3) получим: 


2—1 
ГЕ Бы 


Следовательно, 
ф = 45%. 

Услов}е паралиельности. Если двЪ прямыя параллельны, 
то уголъ между ними равенъ, нулю: ф==0 в 9ф=:0; спдователь- 
но, --В=0 или #=,. 

Такимъ образомъ, для параллельности двухъ прямыхь необхо- 
димо равенство ихъ угловыхъ коэффищентовъ, что, впрочемъ, выте- 


*) См, далье 5 о тригонометрическихь функшяхь, 
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каетъ и непосредственно изъ геометрическаго значен!я этихъ ксэф- 
фишентовъ. 
Услов1е перпендикулярности. Если двЪ прямыя пер- 
пендикулярны, то ф==90° и 9ф==о, что возможно, если знаме- 
натель въ формулф (3) обращается въ нуль: 


1-5 =0, (© 
откуда 
й 1 
и=-а- @) 
Формула (4!) показываетъ, что угловой коэффищентъ 
прямой, перпендикулярной къ данной, обратенъ по 


величинЪ и по знаку угловому коэффиц!енту этой 
послЪдней. 


Примфръ: Даны прямыя: 


1 1 
ум бузова Бу 5+-8. 


Фу=ю-1 Бун. 


Камя изъ этихъ прямыхъ параллельны между собою и какя перпендику- 
лярны? 
Отефть: параллельны прямыя: 1и 4, Зи 3; перпендикулярны: 1и 2, 
1из 2 и 4 Зи4. Прямая 5 не параллельна и не перленди- 
кулярнё ни одной изъ другихъ. 


у $ 3. Уравнене прямой въ отрзкахъ. Пусть данная прямая пере- 
сфкаетъ ось абсциссь въ точкЬ 4, а ось ординать въ точкё В 


(черт. 34): 


ОА В ОВ=Ь. 


Данными а и $, если они одновременно не 
равны нулю, положен{е прямой вполнф опре- 
дьляется. 

Пусть М(%, у) — какая-нибудь точка 
прямой: 


ОМ, ==, ММУ. 


Черт. 34 


Изъ подобя треугольниковь ОАВ и И,АМ имъемъ: 


мм _ ма 
ов = 04‘ 
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Эта пропорщ:я справедлива при всякомъ положени точки 4/ на пря- 

мой АВ, а принимая во внимаше и направлеше отрьзковъ, не 

трудно убЪдиться, что отношеня объихъ частей равны и по знаку. 
Но 


мм=у ов ЭДА не-а, бла: 


сл®довательно, 


или 


откуда, 


у 
ат6-1. 


Это уравнеше и есть уравнен!е прямой въ отрЬзкахъ, 
Отрьзки 4 и $, отмЬчаемые прямой на осяхъ координатъ, могутъ 
быть какъ попожительны, такъ и отрицательны, 

Всякое уравнеше первой степени относительно =, у‚’если свобод- 
ный членъ не равенъ нулю, можно привести къ виду уравневйя въ 
отрзкахе. 


Примфръ. 


Слъдовательно, а = 


$4. 0 проенщияхь. Установлеше соотношенй между различиыми 
отрзками, входящими въ фигуру, часто основывается на таоремакъ 
© проенщяхъ и нменно объ ортогональныхъ проекщяхъ, т.-е. 
проекцыхъ, получаемыхь помощью проектирующихъ лучей 
ортогональныхъ (подъ прямымъ угломъ) къ оси проекц; й. 
Если изъ концовъ отрёзка АВ опустить перпендикуляры АД, и 
ВВ, на прямую 1, то основаня этихъ перпендикуляровъ А; и В, 
спредфляютъ на прямой ? отрЬзокъ, который и называется проек- 
ц:ей АВ на ось 1. Проекщя эта называется ортогональной, 
ибо проектирующ! е лучи АД, и ВВ, перпендикулярны ипи- 
ортогональны — (46905 прямой, увза-—уголъ) къ оси проекщй 1. 
1. Теорема. Проекщя отрзка равна проектируемому отрЪзку, 
умноженному на косинусъ угла.наклона его къ оси проекщй. 
4 
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Въ отличе отъ точки зрЫШЯ элементарной геометии мы допж- 
ны здЬсь установить направлен!е какъ проектируемаго отрёзка, 
точнфе—той прямой, на которой лежить проектируемый отрьзокъ, 
такъ и оси проекшй. Подъ угломъ наклона проектируемаго отрфзка 
къ оси проекши и разумфется уголъ между положительными 
направлешями ихт; при этомъ начальною стороной угла считается. 
положительное направлене оси проекшй. Во многихъ случаяхъ пс- 
ложительное направлене прямой, на которой располагается 
проектируемый отрёзокъ, опредфляется направленемъ отрьзка. 

При такомъ опредЪлен!и угла наклона содержане разсматрива- 
емой теоремы совпадает съ общимъ опредфлещемъ косинуса. ДЪЙ- 
ствительно, если выбсто прямой } за ось проекшй взять прямую Г, 
параллельную ей, съ тёмъ же положительнымъ направлешемъ, и 
проходящую черезъ точку А, то мы и получимъ обычную картину, 
иллюстрирующую тригонометрическя функц!и. При постоянной ве- 


Черт. 85. Черт. 36. 


личинь АВ и перемънномъ углф ф точка В опишетъ окружность 
съ центромъ въ точкЪ 4; положительное направлеше И будеть на- 
правлешемъ начальнаго радуса этого круга, а АС-лишей косинуса. 
^^ . 

для угла ф=-(!, А В). Поэтому 

ас 46=АВ 

= -=в0вф или = АВ. 005 4. 

АВ ? ый 


Но АС по величинЪ и направлен равно А, В,,т. 
рЪзка АВ на ось $. Сльдовательно, 


А, В! = АВ. 608 4. 


Зльсь АВ можно разсматривать, какъ абсолютную величину проек- 
тируемаго отрьзка, а проекцию его 4, В; —какъ отрЬзокъ съ напра- 
влещемъ, направлеше которато—согласное (--) или противополож- 
ное {—) положительному направлен оси проекшй 1 соотьфтству- 
еть положительному или отрицательному знаку 605ф (черт, 35, 36). 
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Если проектируется на одну и ту же ось нфсколько параллель- 
зныхъ или лежащихь на одной и той же прямой отрьзковъ АВ, 
АВ, А"В",...., ваправлейя которыхъ могутъ быть и противопо- 
ложны, то по предыдущему углы ихъ наклона къ оси проекцй 
ипи равны между собой или отличаются на половину оборота (180° 
или л), т.е. если дпя одного направлен я уголъ наклона ф, то для 
противоположнаго ф--л. Но иногда удобн%е считать всЪ парал- 
ялельные отрЪзки, хотя. бы и противоположныхъ направлен, одн- 
наково наклоненными къ оси проекшй, считая за то отрьзки 
одного направлешя положительными, а противоположнаго—отрица- 
тельными; иными словами установить одно общее положительное 
направлеще всфхъ параплельныхь прямыхъ, на которыхъ распола- 
таются проектируемые отрьзки. Та и другая точка эрышя не про- 
тиворфчетъ одна пругой. Въ самомъ дл, если АВ и А'В' от- 
р№зки противоположных направленй и первый наклоненъ КЪ оси 
проекщий подъ угломъ ф, а второй, стало-быть, подъ угломъ ф-|-л, 
то по предыдущему будемъ имфть: 


А, В, = ЯВ и АрБр = АВ. 608 (ф4-п) 


или 


ла, = (+ ЯВ) в и АВ’ = (— 48) 004 Ф. 


Такимъ образамъ, дЪйствительно, считая оба отрёзка одинаково 

(подъ угломъ $) наклоненными къ оси проекШй, мы должны счи- 

тать одинъ изъ нихъ положительнымъ, другой отряцательнымъ. 
Подъ проекщей ломаной лин!и разу- 

мЪется сумма проекщй отдфльныхъ звень- с 

«зъ этой ломаной (черт. 37): 


пр АВСРЕР=ар, АВ пр. ВС 
пр.СВ-4- пр. РЕ пр, ЕЁ. 

Начальной и конечной точкой ломаной 
лини опредфляется направлене каждаго 
звеиа этой ломаной. у 

Проекши отдьльныхъ звеньевъ ломаной расположены на одной 
и той же прямой--оси проекши, и каждая изъ нихъ имЪетъ на- 
‘правлене. Поэтому къ ним» можно примфнить правило сложеня 
направленныхъ отрёзковъ (стр. 24): 


В, 8:0, = 40 4,В, 4- В.Са + С,Ть = 416, 4+ СР = Ав 
„Ава Виа + САР РАВ, = АН + РЕ, = АЕ 
ль, Вс, + СИЛ -- ТАК, + В = 44+ Е = ЛЬ, 


52 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГВОМЕТР:Я. 
Слёдовательно, проекшя ломаной равна отрЬзку, начальная точка. 
котораго 4, совпадаетъ съ проекщею начальной точки поманой, а. 
конечная Р;—съ проекщей конечной точки ломаной. 

Отсюда вытекаютъ слфдуюция два предложеня. 

2. Теорема. Проекщя ломаной равна проекщи замыкающей. 

Подъ замыкающей разумЪется отрЬзокъ, начальная и конечная: 
точки котораго совпадаютъ соотвётственно съ начальной и конеч- 
ной точками ломаной (черт. 38). 

То же предпожев!е можно формулировать такъ: проекЩя замкну- 
той ломаной лини равна нулю, 


Черг. 38, ° Черт. 39. 


3. Теорема, ПроекШи ломаныхь съ общей замыкающей, 
иначе—съ общими началомъ и нонцомъ--равны (черт. 39). 


Задача, Доказать, исходя изъ предыдущихъ теоремъ, справедливость слЪ- 
дующихь тожестеъ: 


% 


2 08 Ф+- в ++) + 05 (+= 
2) воз ф-}- 08 (+7 + сз (++ =) +4 сз (+ =0; 


Зсф-- сё 4 сое (+ (0+) + 


О 


$ 5. Нормальное уравнеше прямой. Положеше прямой относитель- 
но осей координать можно опредфлить перпендикуляромъ р = ОР 
(черт. 40), опущеннымъ на эту прямую изъ начала координатъ, и 
угломъ &, образуемымъ этимъ перпендикуляромъ съ положитель- 
нымъ направлешемъ оси абсциссъ. 
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Пусть М(х,/)— какая-вибудь точка данной прямой: 


ом, М.М = у. 


Проектируемъ ортогонально лонаную ОМ, М на перпендикуляръ ОР. 
Проекшя этой ломаной, какъ видно изъ 
чертежа, равна перпендикуляру р: 


пр» ОМ, М = р. [6 


р 
Зо м 
прр ОМ,М = прь ОМ, пр ММ = Ил . 
о Ш 
пря пр 9. 
ет» №". в. 


Первое звено д наклонено къ оси проекши р подъ угломъ а, а 
второе У такъ же, какъ и ось ординатъ, т,-е. подъ угломъ 


При этомъ слдуетъ имть въ виду, что направлемя звеньевъ 


проектируемой ломаной ОМ, М иогутъ и не совпадать соотвфт- 
<твенно съ положительными направлевями осей координатъ, кото- 


х 
рыми опредфняются углы наклона а и 2— < проектируемыхь от- 


рьзковъ. Мы должны считать въ этомъ спучаф проектируемые от- 
рзки отрицательными ($ 4). Слфдовательно, при всякомъ — положи- 
‘тельномъ или отрицательномъ—значен!и координатъ хи у, имЪ- 
ють мфсто слЪдующя равенства: 


прф #=#. 005 а, пр уу. 05 ==). 


Такимъ образомъ равенство (1) принимаетъ видъ: 


т 
Я в} р 


2 


2. сов и-ру 05 


или 


2.009 «ру. р 2 
Этому уравнению и должны удовлетворять координаты любой точкв. 
данной прямой, и оно назывзется нормальнымъ уравне- 
н:емъ прямой, 

Какой же характерный признакъ нормальнаго уравнен!я? Ко- 
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эффищенты при хи у СУТЬ 603е и за, т.-е. числа меньшя 
единицы и, кромЪ того, сумма квадратовъ зтихъ козффишентовъ. 
должна равняться едининЪ, ибо соз?а-- зй?а=-1, а свободный 
чзленъ отрицателень. Такимъ образомъ изъ уравненй 


1 4 3 2 2: Т= 3 15 2 —1 
ОБР 2% -- у —Т= 52+ 39 
первое иормально, ибо (4/,)? -|- {3/,)? = 1, остальныя, не удовлетворяя. 
этому условю, не будуть нормальными. 


Для преобразованя уравнен!я общаго вида 
Ая Ву--С=0 


въ нормальное нужно умножить всф его члены на нёкоторый мно- 
житель, такъ, чтобы коэффищенты при Х и у дЬйствительно можно 
было положить равными косинусу и синусу вЪкотораго угла. Вве- 
дене этого множителя необходимо, такъ какъ косинусъ и синусъ, 
во-первыхъ, не могутъ быть больше единицы и, во-вторыхъ, свя- 
заны соотношешеиъ | `` 


зтити | сои = 


Итажъ, множимъ уравнеше общаго вида на нормирующ!й 
множитель, который обозначимъ черезъ В: 


Е. 42-- Е.В В.б=0. 


Если это уравнене нормальнаго вида, то коэффищенть ВА доп- 
женъ быть косинусомъ нькотораго еще неизвЪстнаго угла а, ВВ-— 
синусомъ того же угла, а В С—величиною перпендикуляра, опущен- 
наго изъ начала координатъ на прямую: 


В.А си, П.Вызти, В.б= 


Въ этихъ уравненяхь даны А, В и 0, а требуется опредёлить. 
Е, а ир. Изъ первыхъ двухъ уравиенй слфдуетъ: 


Лада = сова, ав? — ип?а. 
Склэдывая эти равенства почленно, получимъ: 


ПУ? -|- В) = аа Мои 


ГЛАВА |. ПРЯМАЯ ЛИНТЯ. 55 


или 
14 42-- В) 51. 


Отсюда 


зу в 


‘и, слфдовательно, 


а . В в 
сов, =. =: 
““ мя № вы зу ы = -- 
. 
Знакъ передъ корнемъ нужно брать такой, чтобы ВО—-—р было 


отрицательнымъ, потому что при составлен!и нормальнаго уравненя 
мы брали абсолютную величину перпенцикуляра ОР (черт. 40) и, 
слЪдовательно, — р число отрицательное при всякомъ положени 
прямой. 


Такимъ образомъ уравнене 
Аз Ву С=0, 
по приведени его въ нормальное, принимаетъ такой видъ: 


А 7: [2 
зунти” + зулри' * зужра о 


4=--Ву-6 у 
= | 


8) 


Приведя общее уравнеше прямой 42 -- Ву-- С-=0 къ одному 
изъ вышеприведенныхъ видовъ, мы ТЬмъ самымъ находимъ нъко- 
торыя величины, какъ, напримфръ, угловой козффищенть &, от- 
рьзки а и 6 на осяхъ координатъ, разстояще р начала координать 
отъ прямой. Этими величинами можно воспользоваться при рше- 
ни различнаго рода задачъ относительно прямой. Нфкоторыя изъ 
нихъ мы уже рёшили. Къ такимъ же задачамъ относится и слЪ- 
дующая: 


Опредёлить разстояне точки, данной координатами ея, отъ пря- 
мой, данной уравнешемъ. ` 
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$36. Опредфленше разстояня точки ть прямой. Дана точка своими 
координатами М(1,, у,} (черт. 41) и прямая уравнешемъ: 


Аа Вир б=0. а) 


Опредфлить разстояе точки М оть данной прямой, т,-е. опредЪ- 
лить зепичину перпендикуляра №, опущеннаго изъ даиной точки 
на данную прямую- 

Будемъ обозначать этоть перпендикуляръ черезъ 4: 


а= м6. 


Проводимъ черезь точку М прямую А,В„, параллельную прямой 
АВ, и перпендикуляръ ОР’ продолжаемъ до пересфченя съ прямой 
А,В,. Обозначимъ разстоящше ОР черезъ р, а ОР, черезъ р. 
Какъ видно изъ чертежа 
ФМ = РР, = ОР, —ОР=р—фр=а. 


Такимъ образомъ, задача сводится къ 
опредьленю р и р,. 
Приводимъ данное уравнеше 


4=2-- Ву 6—0 


къ нормальному виду: 


{2) 
или 
2.08% 4-9. ти —р {2') 
если положимъ 
А неа, Вже, в 9 
-уз уж ” 


Такимъ образомъ р можетъ считаться опредфлениымъ, 

Уравнеше прямой 4,В, будетъ отличаться отъ уравнения (2) 
только въ послёднемъ членф, такъ какъ уголь а одинъ и тотъ же 
для объихь прямыхъ: 

2.005 и -}- у. ви — ру 0. &) 
ЗАдБсь необходимо сдьлать сл®дующее замфчане. Если начало ко- 
ординатъ лежитъ внф полосы, ограниченной параллельными пря- 
мыми АВ и А,В,, то, считая р ир, попожительными, мы 
должны принять уголъ & однимъ и тёмъ же для объихъ прямыхъ. 
Но если начало координатъ лежитъ между параллельными прямы- 
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ми АВи 4.8,, то углы наклона перпендикулярвъ ОРи ОР 
будуть разные—для одного «, для другого а--л. Но и въ этомъ 
<пучав уголъ наклона ОР, мы будемъ считать равнымъ а, ари Гл 
противоположными по знаку; такъ какъ р уже принято по- 
ложительнымъ, то стало быть р, въ спучаф, когда начало коорди- 
нать лежить между прямыми АВи 4,В,, полжно считать отри- 
цательнымъ. 

Въ уравнении (4) 2 и у текупия координаты точекъ прямой А.В, 
а уже изъфстный уголъ, опредфляемый формулами (3), а у; еще неиз- 
вЪстно и подлежитъ опредёленю. 

Уравненю (4) должны удовлетворять координаты любой точки 
прямой 4, В;, стало быть, и координаты т,, у, точки М. Такимъ 
образомъ, должно имфть мьсто равенство: 


(5) 


2 све не = 


Въ этомъ равенствЪ всф величины, кромЪ р, уже извфстны: х,, т, 
даны, 05 & и та опредълены формулами (3). Такимъ образомъ 
изъ него можно опредълить и р: 


ея. на- я ва. ®) 


Искомое разстояше Й, равное р,—р, теперь вполн опредфляется, 
если вмфсто р, подставить его величину (6): 


ЧЕ. с05 в -- те — р. . тЫ 
Подставляя вмЬсто 08а, эта, р ихъ величины (3), получимъ: 


Аз, Ви --6 
уз 2 


Такимъ образомъ для опредёлены разстояня точки оть прямой 
надо привести уравнеше этой прямой къ нормальному знду; пер- 
вая часть приведеннаго уравненя при =, уу, и выражаетъ 


искомое разстояще, 
Примъфрьъ, Найти разстояне точки 149,5} оть прямой Зи. 4у 50. 


Рф шен!е, Нормальное уравнене данной прямой 


Сльдовательно, 


— в 
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Разстояне @, вычисленное по формулЪ (7} или (8), можеть ока- 
заться и отрицательнымъ. Такъ, разстояне начала координатъ (0, 0} 
отъ прямой (2') будетъ: 


4=0.с0зи-- 0-ти --р=— р. 


По исходному опредвлено @&=р, —р. Самый способъ приведевя 
даннаго уравнен!я къ нормальному виду предполагаетъ для р по- 
ложительное значеше; но р,, какъ было отмфчено выше, можеть 
быть и отрицательнымъ. Разстояе 4=р, —р будетъ положитель- 
нымъ, если р, >>р, и отрицательнымъ, если р, <С р (куда включается 
и случай отрицательнаго значешя р,). Если р, >>р, то точка М и 
начало координать О лежать по разныя стороны отъ данной 
„прямой, а при р; <Ср эти точки М и О лежатъ по одну сторону 
оть данной прямой. Такимъ образомъ точка М лежитъ посту же 
сторону отъ прямой, какъ и начало координатъ, если разстояне 
отрицательно, и по другую сторону, если оно положительно. 


$ 7. Уравнеше прямой даннаго направленя и проходящей черезъ 
данную точну. Пусть данъ угловой коэффищенть прямой # и одна 
ея точка Ри, 9). Этими данными прямая вполнф опредьлена. 
Уравнеше любой прямой даннаго направлешя можно написать въ 
такомъ видЁ: 


у-ы-ь, а) 


тд #— данное постоянное, а $—какое-нибудь постоянное —параметръ: 
различнымъ значешямъ параметра $ соствфтствуютъ различныя 
прямыя (параплельныя между собой). Нужно подобрать теперь та- 
кое значеШе параметра 6, чтобы прямая, опредъпяемая этимъ ура- 
вненемъ (1), проходила черезъ данную точку Р(х,, у), т.-е„, чтобы 
координаты этой точки удовлетворяли уравнен1ю (1): 


ие ь `` @ 


Равенство (1) есть уравнен!е прямой: хи у текущя коор- 
динаты; равенство (2) (не уравнен!е прямой!) является усломемъ 
прохожден!я прямой (1) черезъ данную точку Р(,, у,) и устанавли- 
заетъ соотношеше между извфстнымн постоянными %, у, Ёи 
неизвъстнымь постоячнымъ $. 

Изъ равенства (2) можно опредфлить В и вставить его значеше 
въ уравнене (1); такимтъ образомъ и получимъ искомое уравнене 
прямой, въ которомъ всЬ коэффищенты будуть извфстными `данны- 
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ми. Но лучше путемъ почленкаго вычиташя изъ уравнешя {1) и 
равенства (2) исключить ф и такимъ образомъ получимъ иско- 
мое уравнене: 


УИ. ® 


Примфчан!е. Если дана только одна точка Р(х,, у;), то че- 
резъ нее можно провести безчисленное множество прямыхъ, образу- 
ющихъ пучекъ лучей (черт. 42). 
Уравнене (3) и представляетъ 
уравнеше такого пучка, если х, у о 
текущя координаты, л;, у, коор- 
динаты данной точки — центра, 
пучка и # параметръ, принима- ЕЗ 

‹ ющ для различныхь лучей пу- о 
чка различныя значеня. 


У 


Черт. 49. 


Задача. Какое значене нужно дать параметру Ё въ уравнени (3), чтобы 
соотвётствующй лучь пучка былъ параллеленъ оси абециссь или—оси ординать? 
или—прямой, данной уравнещемь 32 бу--1 = 0? 


$ 8. Уравнене прямой, проходящей черезь двЪ данныя точки, Пусть 
Р(з,, у,) и 9, у:) дВЪ данныя точки. Уравнеше прямой какого- 
нибудь направленмя, проходящей черезъ точку Р(х,, у,) по пре- 

дыдущему имфетъ видъ: 
Уи), @) 


гдь Ь--параметръ, принимающий различныя значеня для различ- 
ныхь прямыхъ, выходящихь изъ точки Р\(т,, у,). Если # подобрать 
такъ, чтобы прямая (1) проходила и черезъ вторую данную точку 
(=, у,), то координаты этой точки должны удовлетворять уравне- 
нно (1): 

№—и=Ив— 2). © 


Отсюда и можно опредълить угловой коэффишенть # и вставить 
въ уравнеме (1). Но лучше—почленнымь дЪлещемъ изъ уравненя 
(1) и равенства (2) исключить й; такимъ образомъ получимъ 
искомое уравнене: 
У м и РЯ Уи. 
"-\ я — я ж—м ии 


8) 


Задача, Составить то же уравнеше (3), опредфляя (гл. |, $ 7) площаль 
треугольника Реь у), @еь 4), М6:,3), та М какая-нибудь точка прямой Рф. 
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Указанте. Если тбчка М перемфщается по прямой, соединяющей точки 
Ри ©, то плошадь треугольника все время будетъ равна нулю. 


$ 9. Общ обзорь и постановка различныхь задачь относительно 
прямой. Уравнеше прямой можетъ быть дано въ слфдующихъ раз- 
личныхъ видахъ: 1. общее уравнеше прямой: 


4 -}- Ву--6=0; 
2. уравнеше съ угловымъ коэффищентомъ: 
у=1-- 5 


3. уравиеше прямой въ отрзкахъ: 


У 
а+ъ= 
4. нормальное уравнеше: 
7 003 в -- узва—р=0; 
5. Уравнеше прямой даннаго направлен!я и проходящей черезъ 
данную точку: ‚ 
‚у— я = 8—8); | 
6. уравнен!е прямой, проходящей черезъ двф данныя точки: 


Данное уравнеше прямой всегда можно привести соотвфтствую- 
щимъ преобразовашемъ къ виду 2,3, или 4 и тЬмъ самымъ можно 
опредьлить угловой коэффищентъ и начальную ординату, т.-е. отрЪ- 
зокъ на оси ординатъ, или оба отрёзка на осякъ координать, или 
разстояне прямой отъ начала координатъ р и уголъ наклона пер- 
пендикуляра р къ положительному направлению оси абсциссъ. 


Основныя задачи. 1, Даны двЪ прямыя 


42 Ву--0=0 и деф ву-в,= 


Опредфлить координаты точки ихъ пересьченя. 


РЪшая совмфстно эти уравнен я, получимъ: 


—ов св) 


мал 
АВ, — А.В’ * 


== АВ, А.В 


У= 
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Вопросы: а) Какое геометрическое значене имфють условы: 
АВ АВ =0, вю СВО 

Б} Какое геометрическое значен имфють условия; 
АВ 4.В=0 и СВ-бВ= 0 


2, Составить уравнеше прямой, проходящей черезъ данную точ- 
ку Р(х,у,): а) параллельно или Б) перпендикулярно данной прямой 


4=-1- В б=0. 
3. Опредьлить уголъ между двумя прямыми 
Аз--Ву--6=0 и АРВ =0. 
4. Опредёпить разстояще данной точки Р(х.,у,) отъ данной пря- 
ко 4=-- Ву 0=0. 
$. Даны двф прямыя уравненями: 
А+ Ву--0=0 и 4м--Ву-- 0150. 


Пусть М(хь у) точка пересфченя этихъ прямыхъ, т.е. 


ды-- Вю 0-0, Ат во 0, =0. ® 


°, [6 


Уравнене 


42+ В+ 64+ КАе-Е Вы 6) 


гдЪ #— параметръ, принимающ!й различныя значеня, представляетьъ 
пучекъ лучей, проходящихъ черезъ точку М(х., и), ибо, во-первыхъ— 
каково бы ни было &, предыдущее уравнеше первой степени отно- 
сительно текущихъ координать и, во-вторыхъ—при всякомъ Ё со- 
отвЪтствующая прямая проходить черезъ точку М (хо, у‹), такъ 
какъ въ силу услоый (8) имфеть мЬсто равенство: 


„Алу + Вуь + СЕ + Ру + 6) =0. 


Подобрать въ уравнени пучка лучей (9) значен!е параметра # 
такъ, чтобы соотвЪтствующая прямая была параллельна: а) оси абс- 
циссъ или Ъ) оси ординать или с) данной третьей прямой 


ди ву =0 


или $) перпендикулярна къ этой третьей прямой. 
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Вопросъ. Параметръ # въ уравневи пучка (9) не угловой козффишентъ, 
а въ другомъ уравнени пучка у—и =Ё(#—4,) (примфчаше 8 7) угловой 
коэффищентъ, Въ чемъ разница? 

6. Найти геометрическое мЬсто точекъ М(2, у); на плоскости, от- 
стоящихъ отъ данной прямой ма ланномъ разстояни 4. Сколько 
рёшенй имЪетъ эта задача? 

1. Найти геометрическое мёсто точекъ М(х, у), одинаково отсто- 
ящихъ отъ двухъ данныхъ прямыхъ 


Аз ВутС=0 и 4 Ву, = 


Сколько рьшеШй имЪетъ эта задача и какое геометрическое 
значеше имфеть каждое изъ этихъ рЫшенй? 


$ 10. Обобщения на случай косоугольной системы координатъ. 1. При 
прямоугольной системЪ координатъ угловой коэффищентъь прямой 
равенъ тангенсу угла наклона прямой къ оси абсциссъ. Разсмот- 
римъ теперь, какое геометрическое значеше имфетъ угловой коэф- 
фищентъ, т.е. козффищенть при й въ уравнеши вида 


уе --ь 


если координатный уголь равенъ в. Изъ треугольника ВРМ 
{зер. 43) имфемъ: 

РМ зт с 

ВР ии) 
или 


—в Е 


2 то —а’ 


такимъ образомъ уравнеше 


прямой, наклоненной къ 
оси абсциесъ подъ угломъ а 
въ случаъ косоугольной системы координатъ имфетъ видъ; 


Черт. 43. 


5 < 
Уы я =. 
Сльдовательно, 
51 & 
#8’ @) 


Отсюда можно опредфлить а: 


Ва и й 
9а= Тровь ©) 
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и этимь выраженемъ воспользоваться для опредьленя угла между 
двумя прямыми (ср. $ 2). 

2. Нормальное уравнене прямой въ случа косоугольной системы 
координатъ можно вывести такимъ же способомъ, какъ и въ слу- 
чаф прямоугольной. Искомое уравнеше имфетъ видъ: 


Фсви усов р =0, шо), 


3. Для приведешя общаго уравненя къ нормальному виду въ 
«лучаЪ косоугольной системы координатъ нужно знать соотношеше 
между соза, созй и какими-либо тригонометрическими функщями 
коордннатнаго угла «— соотношеше, которое замфнило бы основное 
хсоотношёне с05?а--вйа-—1, которымъ 
мы пользовались при нормироваши въ 
случа прямоугольной системы коорди- 
нать. Требуемое соотношеше легко вы- 
водится изъ чертежа 44, ГДЬ 


ИР! 0х, М910у ОМ-зь 


их решусь описаннаго около четыре- 
угольника ОРМФ круга. Черт. 44. 
ДьЬйствительно, изъ треугольника ОР@ имфемъ: 
Рф = ОР 04*—2.0Р. 09. са. 8) 


Опредьляя стороны этого треугольника черезъ даметръ описаннаго 


круга: 
Ре-агаыш, ОР= 2". сва, Ода. се, 


можно представить соотношен!е (3) въ слёдующемъ видь: 


47. но? = 491 ,со8й а -- 4720 р — 2.49, сов и „сов В. 08, 
откуда 
в: ш = 2083 & -]- с08 38 — 2 208.608 В . саб ш, [С 


Пусть требуется привести къ нормальному виду уравнеше 
Аг Ву о =0. 
Если’ И нормирующй множитель, то 
В.А =, В.В 0058; 


принимая во ввимане соотношеше (4), будемъ инфть 
зао = 21 (48.]- 11—94 Веб о). 
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Опредфляя отсюда И, находимъ нормальный видъ даннаго 
уравнен: 


(45+ ВУ О это 
У В 2А.В.сво 


Знакъ нормирующаго множителя такъ же, какъ въ случа пря- 
моугольной. системы, зависить отъ знака (, ибо @ можно считать 
‘меньше л. 

УПРАЖНЕНТЯ. 


1. Построить прямую, данную уравнещекы: 22 Зу-- 5 == 0, опредьлить ея 
уголь наклона къ оси абощиссь и разстояню начала коордннать оть этой 
прямой. 


2 


Отььты уезд. Разстояще оть начала 


2. Опредфлить разотояв{е начала прямоугольной системы координать отъ 
прямой, уравнеше которой а(#— а) +В) =0. 


отвыьы УЯИ. 


3. Налясать уравнене биссектрисъ углов, образованнытъ двумя прямыми, ура- 
вневя которыжъ въ прямоугольной систем коордивать даны: , 


3-49 о, 12=--$у—3=0, 


и показать аналитически, что эти биссектрисы взаимно перпендикулярны. 

ОтеБты: 92--1—12=0; 72—9--4=0. 

4. Данъ треугольникь координатами ето вершинъ А (2,1), В (3, 9) и 
6(—, —1. Опредёпить стороны, биссектрием, мещавы и высоты этого тре- 
угольника и написать уравненя ихъ. 

Отвфть: АВ=У10, уравнеме 35+ у— 70, 
вс =У, „ 4-ти =6, 
дв =у5, В =—ЗУ-- 1=0. 

5. Данъ треугольникъ уравнешями его сторонъ: 


у= (3—2) 24-6; у=— МЕ е--8. 


Опредёлить углы этого треугольника. 


у3:—2 


Ответь: каждый уголь равенъ 600. 
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ГЛАВА Ш. 
КРУГЪ, 


8 1, Различные виды уравненя круга. Мы уже видЬли (гл. 1,39), 
что кругъь съ центромъ въ точкь М(а, $) и ращусомъ г относительно 
прямоугольной системы координать представляется уравнешемъ: 

{#— 01-9 —5)—п=0. [ 


Бели центръ круга лежить въ началь координать, то а=:0, $==0 
в уравнеше (1) принимаеть видъ: 


ми -0. [6 
Раьшая. это уравнене относительно у: 
уе, 8) 


можно проспьдить, какъ измфняется у выЪстф съ изызиешемъ я, и 
т®мь самымъ изслЬдовать геометрическое мфсто тбчекъ, координаты 
которыхъ удовлетворяютъ этому уравненю, т.-е, аналитически из- 
слфдовать форму круга. 


Вопросы: 1) Какую лин\ю представляеть уравнене; 
= 
2) Какую лия предотавляеть уравиеще: 
у=—уя—т 
3) Каное значеше получается дляу если || 59,2] = он |2|<#?. 
Что означаеть геометрически каждый отвфтъ? 


Если раскрыть скобки въ уравнен!и (1), то уравнеше круга при- 
меть видъ: 
2-х ЭБУ р а - 1) =0. @) 
Теперь возникает. вопросъ, при какихъ услошяхъ общее уравнене 
второй степени: 
Ай -}- Влу -- Суй-- Пе В К=0 5 
5 
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представляетъ кругЪ. Сравнивая уравнен!е {5} съ уравнешемъ (4), 
не трудно замфтить, что въ уравнеши (4) коэффищенты при 2? и у? 
одинаковы и равны 1, кромЪ того, отсутствуеть членъ, содержащЕй 
произведене ху. Покажемъ, что, если въ общемь уравнени козф- 
фищенты при 2? и у? одинаковы (А=0С) и отсутствуетъ членъ, 
содержащ произведен!е ху, т.е. В = 0, тотакое уравнеше при пря- 
моугольной системф координатъ представляетъ кругъ, такъ какъ 
можеть быть приведено къ виду (1). 

Итанъ, пусть намъ дано уравнене: 


дал -|- Ау Те у Е 0. [о 
Дьлимъ вс члены его на 44: 


п Туя ® 


Чпены этого уравненя, содержалие д, съ одной стороны и у съ 
другой можно дополнить до полнаго квадрата, прибавляя въ каждомъ 
случаЪ квадратъ половины коэффишента при первой степени соот- 
втствующаго леремфннаго. Такимъ образомъ, прибавляя и вычитая 


2 Е 
зд" ал 


получимъ: 


въ ЛЬвой части уравнены (7) 


в 2 Е эЕ 
РЕВ Иаи ВНа— 


или 
2\: Е\: _1:-- -аАЕ 
о ® 
Если положить ` 
р _ Е _ + ®ЧАР_ 
ва = заА=ТЬ А =и, ©) 
то данное уравнеше (6) или равносильное ему уравнеше (8) при- 
меть видъ: 
@— 41-01 Ы—фп=0, 1). 


1 


тв. представляетъ кругъ. Формулы (9) опредьляютъ хоординаты 
центра этого круга и его ращусъ помощью козффишентовъ дан- 
наго уравнения (6): 
урге—мЕ 

При этомъ слфдуетъ замтить, что значеше для “ можеть ока- 
заться инимымъ или равнымъ нулю, Въ первомъ случа, т.-е, если 


в= 


114 №-4АЕ< О, 01) 
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-ни одной дЪйствительной точки на плоскости ифтъ, координаты 
которой удовлетворяли бы уравненю (6) или {10}, ибо сумма попо- 
жительныхь чиселъ (—22 при и мнимомъ число положительное) не 
можеть равняться нулю. Только при мнимыхъ значешяхь хи у 
можно было бы удовлетворить этому уравненю, и потому говорятъ, 
что уравнене (6) при усломи {11} представляеть мнимый кругъ. 
Напр. уравнене 
эриано [96] 


представляеть мнимый кругъ или кругъ съ мнимымъ ращусомъ, ибо 


8—4 или х=2У— 
Во второмъ случаЪ, когда 
Пт ®—4АЕЫ0, (2) 
уравнеше (10) принимаетъ видъ: | 
8—9 у— 91-0. 


«Сумма положительныхъ чиселъ равна нулю только тогда, если ка- 
ждое слагаемое отдфльно равно нулю, т.-е. 


оо и 5 =0 ии ад, у=Ь 


Такимъ образомъ, только координаты одной точки плоскости удо- 
влетворяютъ данному уравненю. Можно разсматривать этотъ слу- 
‘чай, какъ предфльиый, когда ратусъ г уменьшается до нуля, и тогда. 
можно сказать, что уравиеше (6) при услови (12) представляетъ 
хругъ, превративцийся въ точку. 


Приифръ: Какую кривую прекставлясть уравнен!е: 
эру в2- Пури 


тдЪ № какое-нибудь постоянное (параметрь)? 


6, 
Допопиимъ члены съ текущими координатами до суммы двухь полныхъ 
квадратов. Для этого надо прибавить и вычесть въ лЬной части (6/,)8 и (1): 
7-62 9—-- пу) зн о, 
изв (аа) 50 


или {= --и- 35) — 2125 —т) =0. 


отнуда 


5* 
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Такимъ образомь данное уравнен{е представляеть кругъ съ опредфленнымъ цен-. 
тромъ‘и рашусомъ, зависящимь отъ параметра: 


а=-З и Ь=3,5, = 21,25 —т. 


При = 21,25 этотъ кругь обращается въ точку, а при из > 21,25 будеть мнимынт.. 


$ 2. Степень точни относительно круга. Пусть три точки М, д, В. 
лежать на одной прямой, при чемъ Аи В лежатъ на данномъ 
круг и могуть перемьщаться по нему такъ, что прямая, ихъ, 
соединяющая, вращается около точки М. Какъ извфстно изъ элё- 
ментарной геометр!и, произвёдеше МА на МВ для каждой точки 
плоскости М является величиной постоянной, не зависящей отъ 
положешя точекь А и В на данномъ круг: 


МА. МВ = Оопщана. 


Еспи точка М пежитъ вн круга, то это произведене равно 
квадрату касательной, проведенной изъ М къ данному кругу (чер. 45). 

Введемъ теперь направлене разсматриваемыхъ отрЬзковъ, считая. 
за начало каждаго изъ нихъ точку М. Въ такомъ случаф, ёсли точка. 


м 


У и 


Черт. 45. Черт. 46. 


М лежить внЪ круга, то МА и МВ одинаковаго направлешя и 
произведеше МА. МВ должно считать положительнымъ, а если 
точна М пежить внутри круга, то МА и МВ противоположныхь- 
направленй и произведене МА. МВ должно считать отрицатель- 
нымъ` (чёр. 46). Произведеше МА, МВ называется степенью 
точки М относительно даннаго круга. Степень внутреннихь точекъ 
отрицательна, степень внфшнихь точекь положительна, степень. 
каждой точки круга равна нулю, ибо одинъ изъ множителей произве- 
деня МА. МВ равенъ нулю. 

Если точка М лежитъ вн® круга, то УМА. МВ представияетъ- 
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зепичину касательной проведенной къ кругу изъ точки М. Если 
точка М лежить внутри круга, то МА. МВ, какъ было отифчено 
выше, отрицательно, но—МА. МВ положительно и 2/— МА.ИВ 
представляетъ величину наименьшей хорды, которую можно прове- 
-сти черезъ точку 

Пусть координаты точки М будуть =, у, координаты центра С 
хруга @ иф, г ращусь. По формул разстояня имфемъ: 


Меир 
-Еспи точка М лежитъ внЁ круга, то (черт. 47) 
М—п=ил 
или 


ео -п= иг. 


Если М лежитъ внутри круга и ТМ, наименьшая хорда, проходя- 


т у РЯ 


$} 5 
Черт. 47. Черт. 48. 


ацая черезъ точку М и дЬлящаяся въ этой точк® пополамъ, то 
{черт. 48): 


п— И = ИМ ви М = МХ 
или 


еб 5фи-— ММ МЕ МХ, 


`Такимъ образомъ въ томъ и ‘другомъ случаЪ выражеше 
=—@о-5-п 


есть слепень точки М(х, у), выраженная черезъ координаты этой 
точки, координаты центра круга @ и В и ращусъ г. Уравнеше круга 


са ип 50 


выражаетъ, что степень точекъ круга равна нулю. 
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8 3. Радикальная ось. Введеше понятя степени даетъ возможность. 
очень просто вывести цфлый рядъ свойствъ круга и системы круговъ, 
Пусть даны два круга. 


ибо и=0, а» 
ео 0. ® 


Будемъ обозначать степень точки М(х, у) относительно перваго круга. 
сокращенно буквою 5, а относительно второго —буквою 5.: 


8=е— а —5—я, 8) 
ево ® 


Найдемъ геометрическое мЪсто точекъ плоскости, степени которыхъ. 
относительно того и другого круга одинаковы. Пусть № (4%, у) одна. 
изъ атихъ точекъ. По услошю должно имфть мёсто равенство: * 


8=5 © 
или 
ори -п- оао ый ©) 


Равенство (5) и представляетъ уравнене искомаго геометрическаго- 
мъста. ПослЪ приведеня оно приводится къ уравненю первой степени: 


я-а у-ва 


5"). 


Такимъ образомъ искомое геометрическое мЪсто есть прямая ли- 
ня. Эта прямая перпендикулярна лини центровъ данныхъ круговъ 
и называется радикапьною осью ихъ. Если данные круги пе- 
ресфкаются въ дЬйствительныхъ точкакъ, то радикальная ось про-. 
ходить черезъь эти точки пересфченя. 

Касательныя изъ точекъ радикальной оси, лежащихъ внф дан- 
ныхь круговъ, равны между собой. Черезъ точки радикальной оси, 
лежащя внутри обоихъ круговъ, можно провести одинаковыя на- 
именьшя хорды того и другого круга. 


$ 4. Пучевъ пруговъ, Обобщимь теперь предыдущую задачу и 
найдемъ геометрическое мфсто точекъ, степени которыхъ относи- 
тельно того и другого круга сохраняютъ постоянное данное отно- 


*) Въ равенствахь (3), (4) 2 и 9 обозначають хоорцинаты какой- 


нибудь точки плоскости. Въ уравненяхь (1) и (2) ши у координаты 
какой-нибудь точки круга. 
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шене #, По условю должно имёть мфето равенство; 


В ии 5—9, 20 ы 


еее ый 0. ® 


Тахимъ образоиъ, искомое геометрическое мьсто есть кругъ если 
# не равно 1, такъ какъ въ уравнени (6’) коэффишенты при 2? 
и У? одинаковы и нЬтъ члена, 
содержащаго произведеше ху [6 1]. 
Этотъ кругъ проходить черезъ 
точки пересчешя данныхь кру- 
говъ, если он% существуютъ, ибо 
координаты этихъ точекъ, удо- 
влетворяя уравнешямъ (1) и (2), 
удовлетворяютъ въ то же время 
и уравненю (6) или {6'). 

Давая въ равенствЪ (6) и (6') 
различныя значеня отношению й, 
т.е разсматривая его, какъ па- 
раметръ, мы получимъ цёлый 
рядъ круговъ, совокупность ко- Черт. 49. 
торыхъ называется пучкомъ круговъ (чер. 49). Круги пучка 
имъютъ общую лин центровъ и общую радикальную ось. 

Дьйствительно, координаты 2, № центра круга (6/) опредьля- 
ются формулами (9') $ 1, въ которыхь нужно положить согласно 
уравнению (6') 
А=1 


в, РЕЗ). Е= 6—1). 


Такимъ образомъ получимъ 


— АБ 
м = '. 


% О 


Изь этихъ формулъ спфдуеть *), что центръ круга (6!) дълить 
разстояше между центрами данныхъ круговъ въ отношен!и —Х, т.-е, 
лежитъ на прямой, ихъ соединяющей. Съ другой стороны, степень 
какой-либо точки относительно круга (6) или (6’) опредъляется лЬ- 
вою частью уравненя, раздфленною на коэффищенть при х или у, 


=) Ср. $6, ги. 1 
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т.е. на 1—6. Поэтому радикальная ось двухъ какихъ-нибудь кру- 
говъ пучка, соотвфтствующихь значешямъ параметра К, и Д,, опре- 
дЬляется уравненемъ: 


[С 


‘или 


5) 


.-в. тЬмь жё уравнешемъ, какъ и радикальная ось данныхь кру- 
товъ (1) и (2). у 

Пусть М (у) какая-либо точка внфшней части общей радикаль- 
ной оси даннаго пучка круговъ, координаты этой точки удовлетво- 
ряютъ уравнению (5), а слФдовательно, и уравнен[ю (7), каковы бы 
ни были значешя параметровъ Ё, и ®,. Это значить, что точка М 
имфетъ одну и ту же степень относительно всЁхъ круговъ пучка (6), 
иначе васательныя, проведенныя къ различнымъ кругамъ пучка, 
равны между собой. Геометрическое мЪсто точекъ прикосновешя 
этихь касательныхъ будетъь кругь съ центромъ въ точкЪ М. Кругь 
{М), какъ слЪдуеть изъ ето опредфлешя, пересфкаеть всЪ круги 
пучка (6) ортогонально, т.-е. подъ прямымъ угломъ. 

Всь круги, пересфкающуе ортогонально круги даннаго пучка (6) 
или (6'), имьютъ центры на радикальной оси этого пучка, и обра- 
зують сами пучекъ, радикальною осью котораго будетъ служить 
лиШя центровъ даннаго пучка, ибо центръ любого круга даннаго 
пучка имфетъ одну и ту же степень, равную квадрату его радёуса, 
этносительно всякаго круга (И). 


УПРАЖНЕНТЯ. 


1) Показать, что радикальныя осн каждой пары изъ трехъ ланныхь кругов; 
‘не принадлежащихь одному пучку, пересфкаются въ одной точк®, радикаль- 
номъ центрЪ данныхь круговъ. 

2) Поназать, что существуеть одинъ только кругь, пересфнающЙ три дан- 
‘ныхь круга, не принадлежащихь одному пучку, ортогонально, Этотъ ортогональ- 
ный кругь можеть обратиться въ точку и можеть быть таиже мнимымъ, но 
зсегда съ дъйстнительнымь центромъ. 

3) Составить уравнеше тгеометрическаго м®ста точекь М(2,у), отношене 


разстоян!й которыхь отъ двухъ данныхь точекъ 4 (0,5) и В(@2,Ъ) постоянно м 
равно &. 
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$31. Ноничесмя сфчешя. Въ этой главЪ мы будемъ разсматри- 
вать кривыя лини, извфстныя подъ именемъ эллипса, гипер- 
болы и параболы, будемъ изучать свойства этихъ кривыхъ 
аналитически, т.-е. составивъ предварительно ихъ уравнен{я. 
Значеше этихъ кривыхъ въ истори развит математическихь идей 
громадно. Кривыя эти были открыты еще греческими геометрами, 
какъ плосюя съчешя конуса съ круглымъ основашемъ, какъ кони- 
чесюя съчешя, Теоря коническихъ сёченй возникла изъ потреб- 
‚ности примирить то внутреннее противорче, которое существовало 
въ античной геометр!и: духъ античной геометри требовалъ, чтобы 
каждая задача ръшалась безъ помощи какихъ-пибо инструментояъ, 
кромЪ циркуля и линейки, допускаемыхъ самыми постулатами гео- 
метр и; да и эти инструменты скорфе допускались теоретически, 
чмъ практически. Между тЪмъ сама же античная геометря поста- 
вила тавя задачи, которыя невозможно рышить помощью только 
‹циркуля и линейки, не прибЪгая къ инымъ инструментамъ. Эти за- 
дачи суть трисекц!я угла, квадратура круга и дел!Й- 
‹кая задача или задача объ удвоен!и куба. Съ послёд- 
ней задачей заинтересованная греческая мысль связала особое ска- 
заве. На островЪ Делос была чума. Жители вопросили своего 
оракула, накъ положить конецъ бдетв!ю. Оракулъь повелёлъ имъ 
удвоить алтарь ихъ бога. Аптарь быль въ видЪ куба и долженъ 
‘быль сохранить ту же форму. Чтобы рЬшить эту задачу объ удвое- 
ны куба, дыАцамъ пришлось отправить пословъ къ геометрамъ 
въ академю Платона. Говорятъ, будто бы Платонъ сказалъ имъ: 
не удвоешя алтаря желаеть отъ нихъ богъ, а своимъ повельшемъ 
выразильъ порицаше эллинамъ, что они мало заботятся о наукахъ, 
мало обращаютъ внимашя на геометрю. 

Если д — сторона удвоеннаго куба и а-— сторона даннаго, то 
‚дел!йская задача сводится къ рёшеню кубическаго уравненя х* = 2. 
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Въ У в&кё до Р. Х, Гиппократъ изъ Хюса свель рышеше этой 
задачи къ построеню двухъ среднихъ геомстрическихе 
между аи 2а: 


а: вау: 24. @ 


Въ самомъ”дЬлЪ, изъ первой пропорщи слфдуеты: 


2 ау, ® 
изъ второй 

1 = Зах. 8) 
Изъ уравнемя (2) снЪдуетъ: 

аа 3 о. . [6 


Изь уравненй (3) и (4} имфемъ: 


за = 2х или 


Уравнен!я (2) и (3) въ отдьльности съ точки зрёня метода ко- 
ординатъ представляютъ нёкоторыя лини, а величины я и у, удо- 
влетворяющия обоимъ уравнейямъ вовмёстно, являются координатами 
точки пересфчен!я этихъ кривыхъ. Кая же это кривыя? 
Оказывается, какъ мы увидимъ, эти кривыя будуть параболами, 
которыя могуть быть получены, какъ сЪченя конуса. 

Посл такого сведеня дешйской задачи къ задач построеШя 
двухъ среднихь гесметрическихь интересъ греческихъ геометровъ 
сосредоточился на изучен!и коническихъ сфченй, Больше всего въ. 
этомъ изучени было сдьлано Апполон1емъ, греческимъ геомет- 
ромъ, жившимъ посл Евклида (300 л. до Р. Х.} въ Ш-—П вфкь 
до Р.Х. 

Но здЬсь не кончается еще истомя кфическихь съченй. Уже 
въ нашу эпоху Кеплеръ (1571—1630), основываясь на много- 
чиспенныхъ наблюденыхъ Тахо-де-Браге, открываетъ законы дви- 
женя планетъ, по первому изъ которыхь планеты движутся 
пе эплипсамъ. Черезь сто льтъ Ньютонъ (1642—1727),. 
зеличайшй изъ философовъ математиковъ, изъ закомовъ Кеп- 
пера выводить законъ всем!рнаго тяготЪн]я. 

Такова поучительная истор я коническихъ сЪченй; вопросъ, воз- 
викиий, быть можетъ, изъ побужден простой любознательности, 
привенъ къ разультатамъ огромной важности. 

Разсмотримъ сначала плосвя сЪчешя круглаго конуса не съ точки 
зрьшя метода координатъ, а съ точки зрЬня элементарной геомет* 
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рии, и выведемъ изъ такого разсмотрёня ныкоторыя свойства этихъ 
съчешй, которыя могутъ служить планиметрическимъ опредфленемъ 
ихъ и основашемъ для составлешя уравнешя каждаго изъ нихъ. 
Эллипсеъ. Двф пересфкаюцияся 
прямыя образуютъ вертикальные уг- 
лы, и если одна изъ прямыхъ безъ 
измънешя угла наклона къ другой 
зращается около зтой послЪдней, то 
она описываетъ коническую поверу- 
ность, будемъ говорить— прямой круг- 
лый конусъ, состоящй изъ двухъ по- 
лостей, простирающихся по разныя 
стороны отъ вершины. Плоскость, пе- 
ресфкающая всЪ образующя одной 
полости, иначе не параллельная ни 
одной изъ образующихъ конуса, даеть 
въ сфчеши съ конусомь эллипсъ. 
Влишемть въ конусъ два шара (чер. 50), 
которые касались бы въ то же время 
и сфкущей плоскости, т.-е. плоскости 
эялипса: одинъ въ точкЬ РЁ, другой въ Черт. 50. 
точкь Р\. Прямая, соединяющая какую-нибудь точку М эллипса 
съ точкою’ Е, касается въ этой послфдней перваго (верх- 
яго} щара, а образующая конуса, выкодящая изъ той‘же точни АГ, 
касается того же шара въ точкф Р. Касательныя, проведенныя изъ 


одной и той же точки къ шару, равны. СлЪдоватеньно, 
МЕ- МР. ©) 


Точно также прямая МР, касается второго (нижняго) шара вЪ 
точь Е., а продолжене образующей конуса, выходящей изъ точ- 
ки М, коснется того же шара въ точкЪ 0. СлЬдовательно, 


МЕ, = М9. 8) 
„Изъ равенствъ (5) и (6) слЬдуетъ: 
. МЕ МА = МР-| М9. 
Но 
МР м9 = 20, 


тдь РФ — образующая ‘усёченнаго конуса, заключеннаго между 
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параллельными плоскостями, въ которыхъ лежатъ круги при- 
косновешя вписанныхъ шаровъ съ даннымъ конусомъ. При перем%- 
щени точки М по эплипсу образующая усЬченнаго конуса будетъ 
также перемфщаться, но сохранять постоянную величину, СлЪдова- 
тельно, при движеши точки М по эплипсу сумма МЕ-- МЕ, 
сохраняетъ постоянную величину. Точки Ри .Р, назы- 
ваются фокусами эллипса. Отрёзки МР и МЕ, -рад1усами- 
векторами, Это свойство эллипса мы далфе и будемъ разсматри- 
звать, какъ его опрадфлеше, 

Гипербола. Плоскость, параллельная двумъ какимъ-либо обра- 


Черт. 51. 


зующимъ конуса, пересфкаетъ обЪ полости его и даетъ въ сЪчещи 
кривую лин, состоящую изъ двухъ вЪтвей, кривую, называемую 
гиперболой, 

Вписываемъ опять въ конусъ два шара, касающихся въ то же 
эрамя съкущей плоскости—одинъ вЪ точк® РЁ (черт. 51), другой въ 
точкь Р, Точки Ри ЕЁ, — фокусы гиперболы. Изъ какой-нибудь 
‘точки гиперболы М, прямыя, идуш!я въ фокусы, касаются вписан- 
ныхъ шаровъ въ этихъ фокусахъ, а образующая конуса, идущая 
изъ той же точки ДМ, касается тЬхъ же ‘шаровъ: одного —въ точкь 
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Р, другого—въ точнЪ 9. Такимъ образомъ имфемъ: 


МЕ- МР, МЕ, = М. 
Отсюда 

МЕ— МЕ = МР МФ, 
или ` 
- МЕ МК = 4. 
При движени точки М, по гиперболь РФ будеть также перемь- 
щаться, но сохранять свою величину, ибо РО =: Р8- 5%, а Р5 
и $0— образующя прямыхъ круглыхъ конусовь въ элементарномъ 
смысл. 

Такимъ образомъ, разность 
радусовъ-векторовь МЁ--- МЕ, 
при движении точки по гиперболЪ 
зохраняетъ постоянную величину. 
Это снойство гиперболы въ даль- 
ньйшемъ мы будемъ считать ея 
опредълешемъ. 

Парабола. Плоскость, па- 
раллельная одной образующей 
конуса, пересфкаеть его по па- 
раболф, 

Вписываент: въ нонусь шаръ, 
касающийся въ то же время и с- 
хущей плоскости въ точкё К 
(черт. 52) — фокусЬ параболы. 
Пусть плоскость параболы и плоскость, въ которой лежить нругЪ при- 
косновеня шара съ конусомъ, пересЪкаются по прямой АВ, Обра- 
зующая конуса, параллельная плоскости параболы, пусть будетъ У. 
Касательная в точкк И`къ кругу прикосновенй параллельна пря- 
мой АВ, ибо, если бы она была не параллельна ей, то плоскость 
параболы была бы параллельна не. одной, а двумъ образующимъ 
конуса. Изъ какой-нибудь точки 4“ параболы провоцимь прямую 
МС, параллельную образующей БУ и, слЪдовательно, перпенди- 
куляркую прямой АВ. Прямая ГО и образующая конуса ЯМ пере: 
съкутся въ точкЪ Р.на кругЬ прикосновеня. Изъ подобя треуголь- 
никовъ ЗУРи МОР слфдуетъ, что МР ИЦ, такъ какь 5У= 5Р. 
Но МРи МЕ равны, какъ касательныя изъ одной точки къ одно“ 
му шару. Сифдовательно, 


Черт, 52. 


МЕ= МБ, 
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т.е. каждая точка параболы одинаково отстоить оть фокуса Ри 
прямой АВ, ноторую будемъ называть директрисой параболы. 
Это свойство параболы мы и примемъ потомъ за опредълеше ея. 


$2. Эллись. Составлеше его уравненя. Эллипсомъ называется 
геометрическое место точекъ, разстоямя которыхъ отъ двухъ 
данныхъ точекъ Ри Ё., называемыхь фокусами, составляють въ 
суимЪ постоянную величину 24. Какъ слъдуетъ изъ этого опредЪ- 
леня, можно вычертить эллипсъ сльду- 

бр ющимъ образомъ. Связавъ концы нерастя- 
жимой нити такъ, чтобы длина образо- 
вавшагося кольца равнялась 24 -| 26, гдь 
2е — разстояне между фокусами, накиды- 
ваютъ ее на неплотно прикрпленныя кноп- 
ки въ фокусахъ Е и Ё, (черт, 53). Натя- 
гиваютъ эту вить чертящимь остремъ; 


Черт. 53. 


при перемфщени остя по плоскости чертежа такъ, чтобы нить 
всегда оставалась натянутою (для соблюдешя условя РР-|- Р.Р--24), 
оно начертить намъ особаго рода замкнутую кривую, которая, 
согласно опредфленйо, и будеть зилипсомъ. 

Изъ того же опредфленя слЪфдуеть и способъ построешя по- 
мощью циркуля сколькихъ угодно точекъ зплипса. ДЬлимъ отрф- 
зокъ, равный 24, на дв какихъ-нибудь части гит, (черт. 54) 
и радусами, равными этимъ частямъ, описываемъ два круга съ 


Черт. 54. Черт. 55, 


центрами въ фокусахъ эллипса, Точки пересфченя этихъ круговъ 
принадлежать эллипсу (черт. 55). 


Составииъ уравнеше, которому должны удовлетворять коорди-. 
наты любой точки эплипса, 

За ось абсциесъ прямоугольной системы координатъ примемъ 
лин, соединяющую фокусы Ри Е, съ положительнымъ направ- 
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лещемъ оть Ё; къ Ё, а за ось ординать—перпендикуляръ, возста- 
вленный изъ середины отрьзна РЁ, (черт. 56). 

Если разстояще между фокусами равно 2е, то координаты одного 
фонуса Е будуть си 0, а другого Р, —с, 0. Пусть Р(х, у)— какая- 
нибудь точка эллипса. По условю 
имфемъ: 


УР ЕР а () 


или, если обозначимь РР черезъ 
т, а ЕР черезъ #„, 


тя; , 1) 


Черт. 56. 


тия называются ратусами-векторами точекъ эллипса. 
По формул разстояшя между двумя точками рамусы-векторы г 
и я. можно выразить черезъ координаты 2, у точки Р: 


„ЕУБЕЗЕЕЯ  и-Убфоя. ® 
Подставляя выражешя (2) въ равенство (1), и получимъ урав- 


нене, которому будутъ удовлетворять координаты любой точки эл- 
лирса, короче—уравнеше эллипса: 


Уб-аЕя Урон — за. ® 


Можно привести его къ болфе простому виду, уничтожая входя- 
ще въ него радикалы. ДЪйствительно, 


УБР = в -Уетопри в) 
Возводимъ об части уравненя (3) въ квадратъ: 
ой — Вор ау ай — ера у. 


Отсюда 
«Урай = ег. 


Возиодимъ снова обЪ части въ квадратъ: 


ай тре -у = ао {+ ва, 
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По приввдеши будемъ имфть уравнене эллипса безъ радикаловъ: 
1 — да озу = Цай 9. & 


Такъ какъ сумма двухъ сторонъ треугольника больше третьей, 
то 
РЕ-- РЕ, > ЕР,, ипи а >, 


или, наконецъ, 
а>е. 


Сиковательно, а? — с? существенио положительная величина, и по- 
тому можно обозначить ее квадратомъ нФкоторой дЪйствительной 
величины: 
@—м= м, 5) 
Величины @ и с даны; равенствомъ (5) вполнЬ опредВляется 
и величина $. Если а— гипотенуза, а се — катеть прямоугольнаго. 
треугольника, то В будетъ другимъ катетомъ этого треугольника. 
Вводя 6? вмЪсто (а — с?) въ уравнеше (4) эллипса, получим: 


фраа озу ва ода, 


или посл дьлешя всёхь членовъ этого уравненя на й$*: 


л ид. © 


“Таково въ простьйшемъ или каноническомъ вид уравнене эп- 
липса. Если бы за оси координатъ мы приняли друНя прямыя, а не 
пиню, соединяющую фокусы, и перпендикуляръ къ ней изъ сере- 
дины отрфзка ЕЁ, то и уравнеше получилось бы болфе сложное. 

Давая произвольныя значешя абсциссф и вычисляя изъ урав- 
неня (6) соотвытетвенныя значешя ординаты, можно по Бычиспен- 
нымъ координатамъ, удовлетворяющимъ уравненю эллипса, по-_ 
строить сколько угодно точекъ эплипса, у 

Окружность ращуса а, съ центромъ въ началь координатъ, какЪ 
мы видфли, выражается уравненемъ: 


эру ила 
Сопоставляя это уравнене и выведенное нами уравнеше эллипса 
м 
Тиль 


находимъ, что при а==5 эплиисъ обращается въ кругу, т.-е. кругь 
есть частный случай эллипса. 
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$ 3. Изелфдоваше уравненйя эллипса. Опредблене вида этой нривой.. 
1. ВУ иЪвой части уравнешя (6) эллипса каждое иаъ спагаемыхъ, 
какъ квадрать дЪйствительнаго числа, существенно положительная 
величииа, и сумма ихЪъ равна единиц; слфдозательно, каждое сла- 
гаемое въ отдьльности менфе единицы или только одно изъ нихъ 
равно единицЪ, когда другое равно нулю: 


эк ча, Зы, 


Отсюда, обозначая черезь || и |у| абсолютныя величины х 
ну, будем имфть: 


Та=е 1у15% 


или, наконецъ, 


Точки плоскости, координаты которыкъ удовлетворяють этимъ 
неравенствамъ, не ‘могутъ отступать отъ оси ординатъ дальше, чм 
на разстояще @ въ ту ипи другую сторону, а отъ оси абсциссъ 
дальше, чфмъ на разстояще 5 въ ту или другую сторону. 

Точки, для которыхъ |2 |<а, пежать внутри безнонечной по- 
лосы, ограниченной прямыми СС! 
и РГ! (черт. 57), паралнельными 
оси ординатъ и отстоящими отъ 
нея одна по одну сторону, другая 
по другую, на разстояи а; а 
точки, для которыхь [и|< В, 
лежатъ внутри безконечной по- 
лосы, ограниченной прямыми 0! 
и НЫ’, параллельными оси аб- 
сциссь и отступающими отъ нея 
на разстояше 6 въ ту или. дру- 
гую сторону. Точки, для которыхь № Черт 57. 
одновременно || Са и !у!<%, 
лежатъ въ общей части этихъ полосъ, т.-е. внутри прямоугольника, 
ЕХММ. 

Такъ какъ координаты точекъ эллипса удовлетворяютъ нера- 
венствамъ 


ета в 19 


то эплипсъ лежитъ внутри прямоугольника ЖУММ, 
- в 
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т.-е. весь располагается въ конечной части пло- 
скости. 
2, Вь уравнеше эллипса (6) текуция координаты входятъ толь- 
ко во вторыхъ степеняхъ. Пусть Рихь, 9!) (черт. 58)—одна изъ 
“точекъ эллипса; значить 2, и 
у должны удовлетворять урав- 
. неню эллипса, т.е. должно 
имфть мьсто равенство 


Но въ такомъ спучав и точ- 

Зерт. 58, ки Р.(—2ь в), Ру (— я, -— У), 

р (@,— и), координаты кото- 

рыхъ составлены изъ координать первой точки Р, перемьной у 

одной или у обфихъ зиака, лежатъ на эллиисЪ, ибо, если имфетъ 
МЬсто равенство 


вари 
+ 


то будуть имть место также и сльдующуя равенства: 


и, 
ай я 


Какъ сльдуеть изъ построешя точекъ Р,, Р., Р, по икъ коор- 
динатамтъ, точка Р, симметрична съ точкой Р, относительно оси 
ординатъ, точка Г, симметрична съ Р; относительно оси абсциссъ, 
а точка Р, симметрична съ Р, относительно начала координатъ, 
такъ что хорда Р.Р, проходить черезъ начало координатъ и длится 
въ немъ пополамъ. При перемфщени точки Р, по эллипсу и симме- 
тричныя точки останутся на эллипсь, а хорда Р.Р, постоянно будетъ 
проходить черезъ начало координатъ и длиться въ немъ пополамъ. 
Сльдовательно, элнипсъ симметрично расположенъ 
относительно осей координатъ или иначе — оси ко- 
ординатъ служатъ осями симметр!и эллипса, а на- 
запо координатъ спужитъ центромъ эллипса, 

Всякая хорда эллипса, проходящая черезъ центръ его, длится 
въ центр пополамъ ислужить д1аметромъ эллипса, 
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3. Для ближайшаго опредъленя вида эллипса выразимъ изъ 
`Уравнен!я (6). ординату у какой-нибудь точки эллипса, какъ явную 
функцию абециссы х этой точки; 


‚откуда . 


Изъ этой формы уравненя видно, что у имфетъ два значеня, 
‘авныхъ по абсопютной величинЪ, но разныхъ по знаку, что ука- 
зываетъ на извёстный намъ фактъ симметричнаго распопожен я эл- 
„липса относительно оси абсциссъ. 

Ордината у только тогда дфйствительна, когда 21< а?, или, 

|= За, или 
ата, 


Что указываетъ опять на извЪстный уже фактъ, что точки эллипса 
‚не могуть отступать отъ оси у дальше, чфмъ на разстояне а въ 
ту или другую сторону. Наибольшая по абсолютной величинв абс- 
цисса для точекъ эллипса равна @, наибольшая ордината, какъ это 
слёдуетъ изъ уравне я 


долучится при #=0;.т.-е. у-=68. 

24 и 26 называются главными осями эллипса, при чемъ 2а на- 
зывается большою осью, а 26 —малою осью, ибо @>>5, 
какъ слъдуетъ изъ равенства (5, $ 2) 


$= У — 9. 


Опишемъ на большой оси эллипса, какъ на даметрь, кругъ. 
'Уравнеше этого круга 
у =а, 
‘откуда. 


у==У Ш. 


При одинаковой абсциссф ординаты эллипса и круга вообще 
неодинаковы. Будемъ обозначать ординату круга, при сравнени съ 
&* 
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соотвфтствующей ординатой у эипипса, черезъ Уи будем срав- 
нивать между собою ординаты одинаковаго знака. 

Итак, имфемъ: 


У == — 2. 


Дьлимъ почленно эти равенства одно на другое; получимъ: 


<). 


# 
У 


т.-е. ордината эллипса во столько разъ меньше со- 
отвЪтствующей ординаты круга, во сколько в мень- 
ше а, 

Эта пропоршя даеть намъ возможность весьма легко построить 
сколько угодно точекь эллипса, когда извфстны его оси, т.-е. ве- 
личины ви. 

Построен} е точекъ эллипса. На главныхъ осяхъ эллип- 
са АА, и ВБ, (черт. 59), какъ на Шаметрахъ, описываемъ двЪ 
концентричесмя окружности и изъ 
центра проводимъ произвольный ра- 
шусь ОБ. Проведя затфмЪ черезъ 
точку Ё пересёчены этого радбуса съ 
большою окружностью прямую ГР, 
парадпельную малой оси, и черезъ 
точку К пересфчешмя его съ малою 
окружностью прямую КМ, параллель- 
зую большой оси, получимъ въ пе- 

Черт. 59, ресёчени этихъ прямыхъ точку М, 
принадлежащую эллипсу. 
Дъйствительно, при такомъ построен!и будемъ имёть: 


тм _ ок 
РЕ ОГ 

но 

РЕ= 7, ОК-Ь ОГ=а 

слЪдовательно, Вы 


ГЛАВА ТУ, ЭЛЛИПСЪ, ГИПЕРБОЛА и ПАРАВОЛА 85 

Сравнивая эту пропоршю съ пропоршей (7), заключаемъ, что 
РИ=у; т.е. М — точка элпипса. Такимъ образомъ эплипсъ мы 
можемъ получить изъ круга, сокращая въ одномъ и томъ же отно- 
шени ординаты его или соотнфтотвующй рядъ параллельныхь 
хордъ. 

Такъ какь при параллельной проекц!и (косой или орто- 
гональной} параллельные отрЪаки сокращаются или увеличи- 
ваются въ одномъ и томъ же отношен] и*), то предыдущее 
построеще эллипса призодить насъ къ сльдующему важному за- 
ключеню: 


Проекц{я круга есть эдлипст, 


*} Проекщя называется параллельной, воли проектирующие лучи им%- 
зоть одинаковое нзправлеше (черт. 60, 61); если же проектируюшие лучи выхо- 
дять изъ одной точки, то проенщя называется нентральной ипи пер- 
спективной (черт, 62). Параллельная проеншя можеть бытьжосой, если 
маправлеще проектирующихь лучей ме перпендикулярно къ плоскости проекщи, 
-т.-е, къ плосности, на которую проектируют (черт. 60), или же ортогональ- 


1 


Черт. 60. Черт, 61. Черт, 69. 


ной, если проектируюние пучи перпендикулярны къ плоскости проекщи 
верт. 61). 
Нетрудно доказать, что при параллельной проекцы (черт. 60, 61), если 


АВИСР, то и А.В, С1Ри и 


АВА,В, и СОС, параплельны, такъ канъ деф прямыкь АВ и АА, выходя- 
щихъ язъ одньй точки въ одной плоскости, соотнёзственно параллельны двумъ, 
прямымъ СР и ОС; другой плосности. Слфдовательно, эти плоскости переска- 
ются плоскостью проекщй по прямымъ (418; и (11) паралиельнымь. Кром 


Въ самомъ дьлА, плоскости 


и „АР 
того изъ полобы треутольникоь АВР и 09 слёзеть пропорщы р = 7. 


2,8 
Но ДР= 41В1,- а 09 = С.Оу спдовательно, ЭТ! = 
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На черт. 63 имфемъ кругъ съ двумя перпендикулярными мамет- 
рами АД, и ВВ, и хордами, параллельными одному изъ этихь 
 паметровт. Если этотъ кругЪ помъстимъ на плоскость а (черт. 64). 
такъ, чтобы даметрь АА, быль параплеленъ плоскости В, и 6у- 
демъ проектировать хругъ на плоскость й, то маметръ 4, будетъ. 


В 
в Я й 
Е 0, 74 
ИИ 
И 
й а ИИ 
ПОВ 
ПВ 
Ива 
НЕА. 
в, = ы 
Черт. 63. Черт. 64, 


проектироваться безъ сокращеня, а даметрь ВВ, и хорды, ему па- 
раллельныя, сократятся (или удпинятся, что возможно при косой 
проекцш) въ нФкоторомъ одномъ и томъ же отношени. Можно по- 
добрать накпонъ плоскости & къ плоскости р (или направлене про- 
ектирующихь лучей 00', АД' и т. д, въ случа косой проекщи) 
такъ, чтобы проекщя щаметра ВВ, равнялась 26. Тогда кругъ 


'рад1уса а будеть проектироваться эляипсомъ съ полуосями 
див, 


$ 4. Построеше фонусовъ эллипса. Эксцентрицитеть, По дан- 
нымъ полуссямъ эллипса а и 8 можно опредълить 
положен!е фокусовъ. Въ самомъ ДЬЛЬ, каждый  фокусъ от- 


стоить отъ центра на разстояни, равномъ с; но величины а, ф ис 
связаны соотношешемъ (8 2) 


1—2 = или 


=Уя— я, 


т.е. в будетъ гилотенузой нфкотораго прямоугольнаго. треугольника, а 
Си Ъ— катетами. Поэтому, если изъ точки В (конца малой оси» 
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какъ изъ центра описать дугу ращусомъ, равнымь &, засфкающую 
ось абсциссъ, то точки пересзчея и будуть фокусами (черт. 65). 


Отношен!е разстояшя между фокусами къ длинф большой оси, 


2 с 
2а’ ИЛИ 5 называстся эксцентрицитетомъ эллипса и обо- 


значается буквой 2; 


у—й 


Й 


а 


=. 


Эксцентрицитетъ эллипса (отвле- 


ченное число), какъ слёдуетъ 
изъ предыдущаго его опредьленя, 
меньше единиц, 


в=° 1. Черт. 65. 


Величиною зксцентрицитета опредфляется форма эллипса: при 
пропорцюнальномъ увепичен!и осей эллипса, форма его и эксцентри- 
цитеть не мыняются; эллипсы съ пропорщоналёными осями или 
одного и того же эксцентрицитета подобны. 


8 5. Гипербола. Уравнеме ея. Гиперболой называется геометри- 
ческое мфсто точекъ, разстоя!я которыхъ отъ двухъ данныхъ то- 
чекъ (фокусовъ) составляють по- 
стоянную разность. 

Исходя изъ этого опредълен!я 
гиперболы, можно составить ея 
уравнене, 

Выберамъ такое же положене 
осей координатъ относительно фо- 
кусовъ, какое мы брали для эл- 
липса. Пусть разстояе между фо- 
хусами равно 2с (черт. 66), а по- 
стоянная разность разстоянй точек гиперболы до фокусовъ 2а: 


Зерт, 66. 


ЕР ЕР За 


или 


ии, 
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ТДЬ и, = Е.Р, а г== ЕР. По. формул разстояя имфемъ: 


иР-УБфои  вР-Уб-ОНрИ 


Слфдовательно, согласно опредъленю 


Ув убора. а) 


Это и есть искомое уравнене гиперболы. Можно привести это урав- 
неше, освобождая его отъ радикаловъ, къ болфе простому виду. 
Перенеся одинъф изъ радикаловъ во вторую часть уравненя, по- 
лучимъ: 
УЕЕаНЕИ = м УБОГИЙ 


Возвышая обЪ части уравненя въ квадратъ, по сокращени будемъ 
имЪть: 
а-ля 


Снова возвышая 96% части въ квадратъ, получимъ: 
{0 — пе аа. 2) 


Уравневе (2) такого же вида, какь и уравнеше эллипса до 
введен въ него величины 6? ($ 2). Но разница въ томъ, что те- 
перь «<<, а не больше, какъ было въ спузчаЪ эплипса. Въ самомъ 
дЬлЬ, разность двухъ сторонъ треугольника РЁ, меньше третьей 
стороны: ы 

РЕ РЕВ, 
т.е. 
2а «26, ип а«с. 


Слъдовательно, 4—6? отрицательная величина, и потому ее можно 
обозначить черезъ — 6, гдЬ В--дЬйствительная величина: 


иена. ® 
Подставляя вифсто и? — с? величину —6? въ уравнеще (2), по- 
лучимы 
ба -оза = — а, 


По раздьлени всфкъ членовъ уравнеыя на — 2151 будемь имфть: 


яв ® 


ГЛАВА ТУ. ЭЛЛИПСЪ, ГИПЕРБОЛА и ПАРАБОЛА, 89 


“Таково въ простйшемъ или каноническомъ видЪф уравнеше гипер- 
„бопы. 
Изъ равенства (3) слЬдуетъ, что 


«=уя-и. 


се 
Отношене 2 называется экспентрицитетомъ гиперболы и обозна- 


чается буквою е: 


узы 


ВВ 


Эксцентрицитетъ гиперболы больше единицы, такъ какъ >> а. 


86. Изолфдоваше уравнешя гиперболы. Опредъяеше вида этой 
‚.нривой. ИзслЪдуемъ выведенное уравнене гиперболы, чтобы соста- 
вить представлен о вид этой кривой. 

1. Прежде всего легко замфтить, что гипербола симметрично 
расположена относительно осей координать и начало координатъ 
‘служить пентромъ этой кривой. Въ самомъ дл, текупйя коорди- 
заты входять въ уравнеше гиперболы во второй степени; если, 
поэтому, точка Р.(х,, у.) лежитъ на гиперболь, т.-е. координаты ея 
т, и у, удовлетворяють уравненю гиперболы 


и 
#`я 


то и координаты тозень РИ, у), Р(-я,— и), Риз, 
.симметричныхъ съ первой относительно осей или начала координатъ, 
будуть удовлетворять тому же уравненто, т.-е. и эти точки ле- 
жатъ на гиперболЪ. . 

Хорда гиперболы Р,Р,, какъ слёдуеть изъ построевя точки Р,, 
проходить черезъ начапо координать и въ началЪ длится попо- 
ламъ (Р.О-=ОР,). При всякомъ положени точки Р, на гиперболЪ 
будеть имть мфсто то же самое. СлЪдовательно, всякая хорда 
гиперболы, проходящая череёъь начало координатъ, дфлится въ на- 
чаль пополамъ. Начало координатъ, такимь образомъ, служить 
центромъ гиперболы. 

2. Изъ уравнешя гиперболы (4) ординату можно выразить, какъ 

‘явную функц абсциссы: 


рии 
=уя-я. 9 
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Каждому значенно абсциссы соствфтствують два значеня орди- 
наты, равныхъ по абсолютной величин, но противоположныхъ по 
знаку, что и должно было ожидать: какь только что было доказано, 
гипербола расположена симметрично относительно осей координатъ, 
а стало быть и относительно оси абсциссъ. 

Изъ равенства (5) видно, что ордината будетъ дЬйствительной 
величиной, пока |2 |2 а. Если же | х| < а, то у—_мнимая вели- 
чина и, слЬдовательно, точекъь гиперболы съ абсциссами меньши- 
ни а другими словами, точекъ кривой въ безконечной полосЪ, 
опирающейся на отрЬзокь АД, (черт. 67), н®тъ. 

3. Построимъ теперь прямыя, выражаемыя уравнешями 


5 
и уе, ® 


и будемъ срэвнивать, при однфжъ и тЬкь же абсциссахъ, абсолют- 


У ря 


Черт. 67. 


ныя величины ординатъ точекь этихъ прямыхь съ соотвфтствую- 
щими ординатами точекъ гиперболы. 

Прямая, выражаемая первымъ уравненемъ (6), проходить черезъ 
начало координатъ (черт. 67), точку Р(а, 6)`и точку В(—а, —6), 
такъ какъ коорринаты этикъ точекъ удовпетворяютъ уравненю 


Подобнымъ же образомъ убЪждаемся, что прямая, выраженная 
уравиещемъ ` 
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проходить черезъ начало координать и точки @(—а,5) и 8(а,-—5).. 
Обозначим черезь У ординату какой-нибудь точки одной изъ 
этихь прямыхъ, а черезъ у соотвётствующую орцинату точки ги- 
перболы. Очевидно, при | |-> а имфеть мысто неравенство: 


эт 
или . 
[#1 >Уя— а; 
слЬдовательно, 
ь ъ 
[12 [> зуя== 
или 


ТУ] >19 


т.-е. ординаты точекъ этихъ прямыхъ всегда больше по абсолютной 
величинЪ ординатъ соотвётственныхь точекъ гиперболы. 

Это неравенство показываетъ, что точки гиперболы расположены 
внутри двухъ вертикальныхь угловъ ГОТ и ТО, а принимая во 
внимаще, что въ безконечной полосЪ, опирающейся на отрёзокь АД., 
точекъ гиперболы нЬтЪ, заключаемъ, что гипербола расположена. 
внутри безконечныхъ областей ИРЯТ и РОВИ. 

4. Теперь изсяЪдуемъ вопросъ, какъ близко подходитъ гипер- 
бола къ границамь указанныхь областей, т.е. если КГ-= Уи 
ЕМ = у, то какъ велика разность МГ, соотвфтственныхъ ординатъ 
и какъ эта разность мФняется при увеличении абсциссы. Согласно 
обозначению имфемъ: 


мг -=кЕ-—КИие уу, 


при чемъ въ силу симметр!и расположеня гиперболы относительно 
осей координатъ достаточно изслфдовать вопросъ пишь для первой 
четверти, т-е. дпя той части плоскости, которая расположена между 
положительными направлешями осей. Считая поэтому, уи У 
попожительными, будемъ имфть: 


5 
У. 


—Ауяае[* -уня |: @ 


При увеличени абециссы х эта разность измЪняется, но по вы- 
ражению (Т) трудно судить, увепичивается она или уменьшается. 
Поэтому преобразуемъ предварительно. полученное выражеше, умно- 
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экая и разифляя его на сопряженное выражене ху — в : 


0) 


® 


По МЁРЬ увеличеня 2 знаменатель выражешя (8) увеличивается 
{мы разсматриваемъ положительныя значеня <), & числитель 
остается постояннымъ. Спфдовательно, разность ординать У — у 
или отрёзокъ МГ безгранично уменьшается и, стало быть, точка 
гиперболы М по мЬрЬ увеличен абециссы постоянно приближается 
къ прямой 00 и достигаетъ этой прямой только въ безконечиости, 
‘такъ какъ тогда /’-— у обращается въ нуль: 


Прямая, къ которой кривая постепенно приближается, но до- 
<тигаетъ только въ безконечности, называется асимитотой этой 
кривой (стр. 41). Гипербола имфетъь двЪ асиматоты ТИ и РТ 
«черт. 67). 

Гипербола, какъ видно изъ ея уравневя, пересфкаетъ ось абс- 
циссъ въ точкахъ 4(а, 0} и А;(—@, 0) асси ординать совсъмъ не 
пересЪкаетъ, такъ какъ для у, при х==0, получаются мнимыя ве- 
личины: 


нли уу. 


Отрьзокь АА, называется дъйствительною осью, ВВ — 
мнимою осью, а имьстЬ-главными осями гиперболы. 


$37. Построене гиперболы. Пусть `уразнеше гиперболы намъ 
дано: 


у 
я ы-ь 


Какъ построить эту гицерболу, ея асимптоты и фокусы? 
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Зная оси гиперболы 24 и 28, легко построить прямоугольникъ. 
РЕЗ (черт. 68), стороны котораго равны осямъ гиперболы и ко- 
торый распопоженъ симметрично относительно осей координатъ. 
Дагонали этого прямоугольника будуть асимптотами гиперболы, , 
такъ какъ вершины его имфютъ координаты: (а, 8), (—а, 5), 
(—в —6) и (2, —5), которыя соотвфтственно удовлетворяют 
уравнешямь асимптоть (6). 

Такъ какь ОР, какъ гипотенуза прямоугольнаго треугольника 
ОАР съ катетами @ и В, равна Уа?-- фа, т.е. с, то для построевя. 


Черт. 68. Черт. 89. 


фокусовъ можно описать около прямоугольника РОЕЯ кругъ: точки. 
пересъчешя Ри Ж, этого круга съ осью абсциссъ и будуть фоку- 
сами гиперболы. 

Для построеня точекъ гиперболы можно воспользоваться ура- 
внешемъ ея 


ми 
яты- 
или 
ъ 
ау. 


Давая. различныя значенЯ абециссь ш, вычисляемъ соотвфтствен- 
ныя значеня ординаты. Такимъ образомъ можно имбть координаты 
сколькихъ угодно точекъ гиперболы и по нимъ строить эти точки. 

Можно также воспользоваться опредфлешемъ гиперболы, по ко- 
торому разность разстоянй точекъ ея до фокусовъ равна 2а: 


За. 


"— 


Легко найти сколько угодно паръ отрфзковъ г и т;, удовлетво- 
ряющихъ этому услов!ю. Для этого нужно только взять на оси Оз 
какую-нибудь точку М внЪ отрзка 44, =-2а: А и 4. М и бу- 
дутъ исномыми радусами векторами. Два круга, описанные одинъ. 
ращусомъ х изъ центра Р (черт. 69), другой рашусомъ т, изъ 
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„центра Е, пересфкутся въ точкахь гиперболы. Такимъ образом, 
нЪняя х и соотвьтственно 7, можно построить сколько угодно то- 
‚чекъ гиперболы. 


$.8. Дирентрисы эялипеа. Прежде чёмъ приступить къ выводу 
уравнев!я третьяго коническаго съчешя-—параболы, разсмотримъ 
‘теперь тф свойства эллипса и гиперболы,  которыя могли бы слу- 
жить инымъ опредълешемъ этихъ кривыхъ, опредфлешемъ анало- 
гичнымъ опредфлению параболы {8 1, стр. 77, 78). Таковы именно 
свойства директрисъ коническихъ сфченй. Разсмотримъ сначала. 
въ этамъ отношени эалипсъ, 


Радусомъ - векторомь эллипса называется отрЪзокь прямой, 
соединяющй фокусъ съ какой-нибудь точкой элпипса. Пусть Р(х, у) 
{черт. 56) — какая-нибудь точка эллипса. Опредфлимъ рашусы- 


векторы ЕР--г и ЕРЬ: к, какъ фунющи одной только абоциссы 
точки Р. 


По формул разстояня имфемъ: 
т ро ру, мые ей. а) 


Вычитая почленно второё изъ ЗФихъ равенствъ изъ перваго, мы 
исклЮчимЪ У и получимъ: ^ 


каче. © 
КромЪ того, по опредьленю эллипса, 
иг а. 3) 


. Изь уравненй (2) и (3) можно опредЪлить рашусы-векхторы че- 
резъ 4, с и ш. РаздфлимЪ почленно равенство (2), на (3): 


эткуда 


® 


ТА @ эксцентрицитеть эллииса. 


Теперь для опредьленя рашусовъ-векторовъ мы имфемъ два 
уравненя первой степени: 


а 
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откуда 
. аа, нае». 5) 
Выраженя (5) для радусовъ-векторовъ замфчательны тЁмъ, что 
они ращональны относительно абсциссы точки эплипса, 
между тьмъ какъ тЪ же радусы-векторы по формуламъ разстояня 
выражаются иррашонально черезъ координаты точки эллипса: 


п=УвЕаЕЯ, +=Ув-отКя. 


Такимъ образомъ исключеше ординаты у въ этихъ выраженыяхъ 
ведетъ къ тому, зто корень квадратный извлекается изъ подкорен- 
ного выраженя. Такимъ свойствомъ не обладаютъ разстоявя точекъ 
эллипса отъ какой-либо иной точки плоскости, не совпадающей съ 
фокусомъ его. 

Выражен!я (5) для рапусовъ-векторовъ необходимы намъ для 
вывода свойствъ директрисъ эллипса. 

Директрисами эллипса называются двЪ прямыя, параллель- 


ныя оси ординатъь и отстояция отъ нея на разстоящи равномъ 


й а 
е, на разстояни = Директрисы эллипса, 


расположены внЪ его, ибо 


е а 
ет Ь и а. 


Пусть директриса пересфкаетъ 
ось абсциссъ. въ точкь $: 


откуда. 


а = 09. в. 


Такимъ образомъ, в является среднимъ геометрическимь между с и 
0%, что даетъ возможность построить директрисы эллипса. Для 
этого нужно возставить изъ фокуса Е перпендикуляръ къ большой 
оси до переёвченя въ точк® Г, съ описаннымъ кругомъ (черт. 70}; ка- 
сательная къ этому кругу въ точкь Ё и отмфтитъ на оси абсцисс 
точку 9. Въ самомъ дьлЬ, ращусъ ОГ, касательная въ точк® Г къ 
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описанному кругу и ось абециссъь образуютъ прямоугольный тре- 
угольникъ, у котораго одинъ катетъ, выходящ изъ начала коор- 
динатъ, равенъ @ а прилежащ отрфзокъ гипотенузы до высоты 
` а? 
равенъ ©; слфдовательно, гипотенуза его равняется “.- 
Пусть Ри, У) — какая-нибудь точка эллипса, РЁ—ея разстояне 
до фокуса Е, а РК разстояше до директрисы №П;. Опредфлимъ, 
чему равно отношене этихъ разстояй РР.РК. По предыдущему (5) 


РР-а— ег. в 


КромЪ того, акъ видимъ изъ чертежа 70, 


вк 0-09 0и-*—= 


или 


Подобнымъ же свойствомъ обладаетъ и другая директриса съ 
соотвфтетвующимъ ей фокусомъ. 


Такимъ образомъ отношен!е разстоянЕй любой точки 
эллипса до фокуса и до соотв тствующей этому фо- 
кусу директрисы постоянно и равно эксцентрици- 
тету эллипса. 


Вопрос, Кругь частный случай эллипса. ГдЬ дирентрисы круга? 


$ 9. Дирентрисы гиперболы. Двф прямыя въ плоскости гилер- 


болы, параллельныя оси ординатъ и отстоящия оть.нея на разстоя- 
0? 
ни РИ называются директрисами гиперболы. Эти прямыя обладаютъ 


такими же свойствами по отношеншю къ гиперболЪ, какъ и дирек- 
трисы эллипса по отношеню къ энлипсу. 
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Пусть Р(з, у} (черт. 71)—какая-нибудь точка гиперболы. Опре- 
дьлимъ радусы-векторы РР=^ и Р.Р==т,, какь функщм одной 
только абсциссы точки Р. По формулв разстоямя имфемъ 


те = шоу пере, (1) 
откуда 
28 — #2 док, ®) 


КромЪ того, по опредфленю гиперболы, предполагая, что точка Р 
лежитъ на правой вЪтви, имфемъ 


м = 2. ® 


Раздфливъ почленно равенство (2) на (3), получимъ _ 


или 

&) 
Е 
Черт. 71. 
Изъ уравненй (3) и (4), т.е. 
поем, ие 
фемъ - 
"м ива, пежо. ® 


Такимъ образомъ разстоямя точки гиперболы отъ фокусовъ 
такъ зе, какъ и разстояня точки элиипса отъ его фокусовъ, вы- 
ражаются рашонально черезъ абсциссу этой точки. 

Постронмъ теперь директрисы гиперболы (черт. 72). Директрисы 


) Мы разсматривали точёи правой вЪфтем гиперболы. Для точекь лЪвой 
эвътви вмфсто (3) имёли бы 1 -- 26 и вместо: (4) э1--г = — Зе. Сл®ио- 
зательно, дия точекъ львой вфтви будемъ нить 
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расположены между вфтвями гиперболы, ибо 


[а 2 а 
вр и Ча. 
«> с .< 


Построене директрисъ гиперболы, какъ слфдуеть изъ опре- 
дьленыя ихъ, аналогично построенйо директрисъ эллипса. На дЁй- 
ствительной оси гиперболы, какъ на маметрф, описываем кругъ 
и изъ фокусовъ къ этому кругу проводимъ  касательныя; перпен- 
дикуляры, опущенные изъ точекъ прикосновеня на дЬйствитель- 
ную” ось, и будуть искомыми директрисами. 

Дьяствительнс, въ образовавшемся при этомъ построеши пря- 
моугольномъ треугольникь ОЁР катеть ОБ-=а, а гипотенуза 
ОР=е и потому 


откуда 


Пусть Р(х, у) какая-нибудь точка гиперболы, РЕ-—ея разстоя- 
не до фокуса, а КР--разстояне до директрисы ЮЛ’. Опредфлимъ, 
чему равно отношене этихъ разстоянй РЁ: КР. По предыдущему, 
предполагая, что точка Р лежитъ на правой вЪтви, имфемъ 


РЕ ег — а. 


КромЪф того, какъ видно изъ чертежа 72, 


ЕРЕ9М =0М_ 09 


или 


слфдовательно, 


Если бы точка Р принадлежала лфвой вфтви, результать былъ бы 
тотъ же. Подобнымъ же свойствомъ обладаетъ и другая директриса 
съ соотвфтствующимъ ей фокусомъ. 
Такимъ образомъ, отношен!е разстоян!й любой точки 
гиперболы до фокуса и до соотвЪтствующей этому 
‘фокусу директрисы постоянно и равно эксцентри- 
цитету гиперболы. 
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8 10. Парабола. Эллипсь и гиперболу мы опредфлили какъ гео- 
‘метричесшя мета точекъ, для которыхъ сумма или разность ра- 
усовъ-векторовъ постоянна: 


и =2а {для эллинеа); 


— яма, или и =9а {пля гиперболы). 

Изслфнуя свойства‘ этихь кривыхъ, мы нашли, что ихъ можно 
разсматривать, какъ геометрическя мфста точекъ, разстояня кото- 
рыхъ отъ фокуса и соотвфтствующей директрисы сохраняютъ по- 
<стоянное отношене. Это отношене равно эксцентрицитету кривой 
и.для эллипса меньше единицы, а для гиперболы больше единицы: 


(для эллипса); 


е {аля гиперболы). 


ЕР, 


Естественно возникаетъ вопросъ, что за кривую представляетъ 
геометрическое мЪфсто точекъ, для которыхъ предыдущее отноше- 
не равно единиц, иначе, геометрическое 
мфсто точекъ, одинаково удапенныхь оть 
данной точки и данной прямой? Кривая, 
такъ опредфленная, какъ уже намъ извёстно 
{$ 1), называется параболой. Составимъ 
уравнеше, которому должны удовлетворять 
координаты любой точки этой кривой. 
Пусть Е (черт. 73)--данная точка (фо- 
зусъ) отстоить отъ данной прямой ОХ 
{циректрисы) на разстояни ФЁР=р. Ве- 
личина р называется параметромъ пара- Черт. 73. 
болы. За ось абсциссъ примемъ перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ точки ГР на директрису съ положи- 
тельнымъ направлешемъ отъ директрисы къ фокусу, а за ось орди- 
натъ — прямую, параллельную директрисЬ и дляшую ФР въ точ- 
кь О пополамъ. Йри такомъ выборф осей фокусъ Р имфеть коор- 


динаты № и 0. Ш 


2 т 
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Пусть Р(ф у) одна изъ точекъ параболы. По условтю 


РЕ= КР. [92 


По формуль разстояня имфемъ 
27 (и. . @ 


Кром того, какъ слёдуетъ изъ чертежа 73, 


КР= КР ГР; 
но. 
ЕТ-В, ТР-ОВ= 
слЪдовательно, 
КР =. ® 


Подставляя въ равенство (1) значешя РЁ и РК, данныя соот- 
в®тственно формулами (2) и (3), мы и получимъ уравнене пара- 
болы: у 


р о . 
и а) инь & 


Приведемъ это уравнеше къ болфе простому виду, освобождая. 
его’ отъ радикаловъ: 
ы з 
фа) 'и = (2+5) 
или 
и я 
ини 2 ры, 
9ткука 
зи == 2рг. {5 


Уравнене (5) и есть ‘въ простЬйшемъ видЬ искомое уравнене 
параболы; координаты любой точки этой кривой должны удовле- 
творять этому уравненю, * 


8 И. Изелфдованю уравнеши параболы. Изсльдуемь выведен- 
ное уравиеше, чтобы составить представлене о видЬ этой кривой. 

1. Извлекая изъ объихъ частей уравнены (5) квадратный ко- 
рень, получимъ: 


= УЗрг. 6 
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Полагаемъ р величиной положительной. Въ такомъ случав у бу: 
деть дъйствительной величиной только при положительныхъ зна- 
ченыхъ д. Это указываетъ намъ на то, что парабола расположена. 
только вправо отъ оси ординатъ. ВлФво отъ оси ординатъ точекъ. 
этой кривой нётъ. 

2. Изъ уравненя (5) видимъ, что каждому положительному зна- 
ченю х соотвфтствуютъ два значеня у, равныхъ по абсолютной 
величин®, но разныхъ по знаку. Слфдоватепьно, парабола располо- 
жена симметрично относительно оси абсциссъ. 

3. Такъ какъ при 2==0 и у—0, то парабола прокодить черезъ 
начало координатъ. Съ возрасташемъ 2 ордината также возрастаеть 
по абсолютной величинф и возрастаетъ имен- 
но пропоршюнально корню квадратному изъ 7: 


у=УЗр . Уз. 
Отсюда же спфдуетъ, что о 
—-=-Р 
- УР 


РКУ Черт. 74. 


Пусть Р(к, У) (черт. 74)—точка параболы. Отношене ; есть 


тангенсъ угпа наклона прямой ОР къ оси абсциссъ: 


3 РОР=\. 


х 


При безграничномъ уменьшеши х сфкущея ОР приближается къ 
касательной параболы въ точкь О. Но 


или 
{и 9 ДОР. 


Сльдовательно, касательная параболы въ точкВ О перпендикулярна 


къ оси абсциссъ. 

Такниъ образомъ парабола, проходя черезъ начало координатъ, 
касается оси ординатъ и простирается далфе до безконечности въ 
положительномъ направлеши оси абсциссъ, вЪ то же время уда- 


лиясь оть нея въ ту и другую сторону (черт. 76). 
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Примчан!е. Каждая вфтвь гиперболы танже простирается до 
безконечности, вЪ То же время удаляясь отъ оси абсциссъ въ ту 
я ‘другую сторону. Но изгибъ гиперболы иной, такъ какъ возраста“ 
не ея ординать пропорцюнально не корню квадратному изъ х, а 
корию квадратному изъ разности квадрата 2 и квадрата а: 


о 
ут 
= уз 


При значешяхь х, по абсолютной величинЪ значительно превы- 
шающихъ а, величина /2?— @1 почти равна 2 и потому у растеть 
почти пропорцюнально х. Въ зависимости отъ этого вётви гипер- 
болы, простираясь до безконечности, асимптотически приближаются 
къ двумь прямымъ (асимптотамъ), между тЪьъ кахъ парабола не 
имфеть асимптотъ. 


$ 12. Постровще точенъ параболы. Первый способъ, есть 
знакомый уже намъ способъ вычислен!я, при которомъ, давая 
произвольныя значешя 2, вычисляемъ соотвётственныя значеня 
для у я строимъ такимъ образом точки. ” 


Черт, 75, Черт. 76. 


Вто рой способъ. Для построеШя точекъ параболы можно 
воспользоваться уравненемъ у \У2рх, изъ котораго видно, что 
ордината у есть среднее геометрическое двухъ отрёзковъ 
2 и # (черт. 715): 

= 20а; 
откуда 
Эр-уеу: =. 


Оть точки О влЪво откладываемъ отрфзокъ ОВ == 2р (черт. 76). Опи- 
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сываемъ затьмъ. рядъ окружностей, съ центрами на оси абсциссъ 
и проходящих ‘черезь точку В. Эти окружности перескутъ второй 
разъ ось абсциссъ въ точкахъ М,. М, и т. д., спужащихь концами 
абсциссь ОМ,, ом, и т. д строимыхъ точекъ параболы, а на оси 
ординатъ отмфтять средн!я геометричесвя отрёзковЪ 2р и ях, т.-е. 
соотв®тственныя абсциссамъ ординаты точекъ параболы. По абс- 
циссамь ОМ‚, ОМ, ит. д. и соотвфтственнымъ ординатамъ ОМ,, 
ОМ, и т. д. строимъ точки параболы М, № и т. д. Симметричныя 
точки М’, №! и т. д. относительно оси абсциссъ принадлежать той 
же параболь. . 

ТретЕ!й способъ построешя то- 
чекъ параболы вытекаеть изъ самаго 
опредфленя этой кривой. Въ самомъ 
дДЬЛЬ, разстояшя ‘точки Р ‘параболы 
{черт. 77) оть фокуса и директрисы рав- 
вы и треугольникь РК’ такимъ обра- 
зомъ ‘равнобедренный: 


РЕ=рРК. 


Далфе ЕК дъиится осью ординать въ 
точкЬ М попопамъ, ибо перпендикуляръ 
ЕФ изъ фокуса на директрису длится 
этою осью пополамъ: 


Черт. 77. 


* 
ЕМ = МЕ. ” 


Спёдовательно, прямая РИ перпендикулярна къ прямой ИА. 


Такимъ образомъ точка нараболы Р лежитъ на пересъчени пер- 
яендикуляра МР къ прямой ЕК, возставяеннаго изъ точки М, 
и прямой КР, перпендикулярной къ директрис® или илаче— па- 
раллепьной вси абсциссъ. Отсюда и вытекаетъ способъ построея 
сколькихъ угодно точекъ параболы. 

Изь фокуса Ё (черт. 77) проводимъ произвольную прямую, ко- 
торая опредфляеть пересфчешемъ съ осью ординатъ точку М, а 
съ директрисой точку К. Изъ точки К проводимъ прямую, парал- 
лельную оси абсциссъ, а изъ точки М-— прямую, перпендикулярную 
къ РК. Эти прямыя пересфкутся въ точкь Р, которая и будеть 
точкой параболы. Всякая иная точка Р' прямой МР одинаково 
отстоитъ оть точекь И и К, но прямая РК не перпендикулярна 
къ директрись и значить точка Р", ближе къ директрись, чфмъ 
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хь фокусу. СлЪдовательно, прямая МР имфетъ съ параболой только 
одну общую точку Р и потому касается параболы въ этой точкф. 
Такимъ образомъ этоть способъ даетъ возможность построить и 
сколько угодно касательныхь параболы. 


$3 13, Делйская задача. Обратимся въ заключеше къ Делй- 
ской задачЪ, упомянутой въ начал этой главы, къ задач® удвое- 
ны куба: 
#8 =20. 


Эту вадазу Гиппократь изъ ХЖюса свель къ построею двухъ 
среднихъ геометрическихь между а и 2а: 


а: 22 а:у2у:2а. 


Неизвъстныя хи у удовлетворяютъ, какъ мы уже видЬли (стр. 74), 
двумъ уравнемямъ 


ау и аа. 


Теперь мы можемъ сказать, что каждое изъ этихъ уравнен!й въ 
отдьльности, если разсматривать хи у какъ координаты точки, 
представляеть параболу: второе уравнеше — параболу съ пара- 


у 


в ых 
Черт. 78. 


метромъ @ (черт. 78) и распопоженную относительно осей такъ, 
какъ мы изучили эту кривую, первое— параболу, касающуюся оси 


а 
абсциссъ, съ параметромъ & # 06ью, направленной по оси. орди- 


натъ. Координаты точки пересъчешя этихъ параболъ, не лежащей 
въ начал координатъ, и представляютъ рьшене задачи Гиппократа, 
а сльдовательно, и задачи дег!ской. 
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УПРАЖНЕН!Я. 


1. Составить уравнеше, которому удовлетворяють координаты точекъ (з, у) 
отстояшихь оть данной точни 144,2) на разстояни, равномъ 5 ериницамь. Сие 
стема ноординать прямоугольная, . 


Отавты: у — 82—50 (кругь). 
3. Составить уравнеше, которому удовлетворяютъ координаты точенъ, оди- 
ваково отстоящихь оть оси ординать прямоугольной системы коордивать и 


‘точин (5,0). 
Отейть: У —102--25=0 (парабола). 


$. Составить урарнеще, которому удовлетворлють координаты точекъ, ряз- 
стояны которыкъ оть точекъ (4,0) и Р\(—4, 0} составляют постоянную сумку, 


завную 10 единицам, 


му 


5-5 =1 бллиясь. 


Отвфть: 


4. Составить уравнеме, которому уповлетворяють кооряинаты точекъ, раз- 
стояыдя которыхь оть льрхь данныхь точекь Е60) и Е(—50) соотавляють 
послоянаую разность, равную 8 единицамъ. 

2 у 


Ототы ДЬ—=1  (сипербола). 


5. Написать уравнене эллипса, съ центромь въ начал коораинать м ося- 
"кн, направленными по осямъ координать, который проходилъ бы черезъ точки 


О 


6. Камово уравнеше эллипса относительно его осей, если разстояны одного 
„изъ фонусовъ дс верлинъ большой оси ранны 2 и 8, единицамь? 


у 
в 


От 
т. Наименьшее разстоян® земли оть солнца относится къ наибольшему, 
знань 29:30. Опредьлить энецентрицитеть эилиптики, 
Отит е= а. 
Е 
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8. Чему равенъ зненентрицитеть эплишса, если его малая ось видна подъ 
прямыкъ углонъ изъ фокуса? 


Отвёты е= 


уз 


Э. Опредьтить сторону квадрата, вписавнаго въ эллилеъ. 


Отв: 


10. Разстояве между дирентрисами эллипса 12,5; эксцентрицитеть 08. На- 
писать уравнеще эллипса. 


21.9 
Отеты 55-5 


4 И. Концы отрёзка постоянной злины деяжутся по осямъ координать. Ка- 
хую лин!ю опишеть при этомъ точна отрфака, дьшяшая его на двЪ части 
ан 


тать: | ЕКА 
тать: эллипсл, уравнене котораго: д-р 


12. Написать уравнеше гиперболы, съ центромъ въ началь координать и 
осями, направленными по осямъ’ координать, ноторая проходила бы черезъ. 


точни РФУб, 23) и 06,4). 


ЗЕ 
Отовть: = - = 

м _ 
18. Опредёлить 6 и угол» между зсимптотами гиперболы 5. — № =1. 


2 уз 
14. Опредфиить сторону квадрата, ваясаннаго въ типерболу т — И = 


Отавтьы: 181). 


15. Разстоявтв между директрисами гиперболы = 6,4, а с = 1,25. Написать. 
ураввене этой гиперболы, 


«16. ДВЪ першивы А и В треугованика АБО лежать въ вершинать гнпер- 
эй 


болы 53—15 =1, а третья вершина С движется по типерболь, Опредлить 


ГЛАВА 1У. ЭЛЛИПСЪ, ГИПЕРБОЛА н ПАРАБОЛА. 107 


теомвтрическое мЬсто точень пересёченыя мещанъ этого треугольника. 


Отвёты: |9) 


17. Написать уравнен{! гиперболы, фокусы которой имфютъ координаты 
Ел) и Ев), в дЪйстаительныя об равив 20, 
з 

Отвьть: ху = $. 


18. Составить уравнене параболы, вершина 5оторой въ началЪ координать, 

а ось направлена по оси абециссь въ положительную сторону м воторая про- 
ходить черезь точку 2(3,0). 

Отвть: уй = 122. 


19. Данъ эллилсъ съ подуосями а =5 и ф==3. ГдЪ яежатъ точки (1.3), 
$(—4, 1), $6,3;4)—внутри эллипса, вн эплилса или на эллипсё® 


90. Опредьлить координаты точекъ пересфчен/я эллипса 


съ биссектрисою ноординатнаго угла, 
21. Кругъ есть частный случай эллипса. Эллипоъ имфеть лвЪ директрисы, 

ГдЪ будуть пиректрисы круга? 

Даны асинлтоты и вершины гиперболы, Построить фокусы гиперболы, 


33. Дана гипербола уравнешемт: 


Е 
а 


Показать, что координаты любой точки той или другой асимптоты уловлетво- 
ряютъ уравнению: 
ву 
вв 


24. Для эплипоа а > 8, тд® 21 та ось, на жоторой лежать фонусы. Обяза- 
тельно пи Такое соотношене для полуосей @ и В гиперболы? 


25. Построить гипербожу, данную уравнешемь 


Опредьлить положене ся фонусовъ и асниптоть, 
36. Разстояще вершины параболы ость фокуса равно 3, Каково уравнеще 
параболы? 
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э7. Какая кривая представляется уравнешемь 
2? = Эру. 


28. Ураннене параболы можно представить въ видь 


и—эрё= 
Какъ характеризовать аналитически точки, лежашя энутри параболы, и точ- 
ви, лежашя внЪ ея? 

29. Показать, что геометрическое мфсто центровъ круговъ, проходящихь 
черезь данную точну и насающихся данной прямой, есть парабола. 

30. Какое геометрическое нъсто занимають центры круговъ, проходящихь 
черезъ данную точну А я касающихся даннаго круга съ центромъ ьъточкЬ В, 
въ случаь, 2) если точка А лежить внутри круга (В), 5) если точка А лежить 
вив круга (В). 

31. Дана парабола уравнешень 

У 


3 
и прямая унфе--1. 


Опредьлить угловой коэффищенть  такъ, чтобы прямая насалась па- 
раболы, 
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81. Преобразоваше координат. Мы выбирали при выводь 
уравнен!Й коническихь сфченй тавя положен!я координатныхъ осей, 
при которыхъ уравненя этихъ кривыхъ имьютъ простфйшй видъ; 
при иномъ положени осей уравнешя получились бы болфе слож- 
ныя. Если кривая дана уравнешемъ болфе или менфе сложнымъ, 
то, измфняя положене осей координатъ, мы тёмъ самымъ измЪняем 
и уравнеше кривой, и является теперь волросъ, какъ выбрать но- 
выя оси, чтобы уравнеше кривой приняло болЪе простой видъ. 
Уравнеше кривой, отнесенной къ новымъ осямъ, можно получить 
изъ даннаго, если найти сначала формулы, ло которымъ координаты 
точки для прежняго положешя осей выражаются черезъ ея коорди- 
наты для новаго положен. 


1. Параллельное перенесен!е 
осей. Положинъ, что оси новой системы 
координатъ соотвётственно параллельны 
осямъ прежней системы: 


ОХ 0г, Оу 


Такъ какъ направлене осей не изм%- 
няется, то новая система координатъ 
вполнф опредфляется положещемъ новаго 
начала. Пусть а и В — коорлинаты новаго начала О’ относитель- 
но прежней системы и пусть какая-нибудь точка М имфетъ по 


прежней системЪ координаты х, у, а по новой Х, У: 


Черт. 79. 


мм=у бух, ХИ=Х. 


09 


а. 90=ь ом = 


Точки №, №, М лежать на одной прямой (черт. 79); точво 
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т й _ 
‘также и точки 0, ® М, лежатъ на одной прямой. Сл®довательно, 


ом, = 09-Е 9м, = 09--ОК, 


мм = му МИ = 90'-- м. 


Такимъ образомъ при всякомъ параллельномъ перенесени осей 
имъемъ 
ом, =09-ОМ и ии-= 90'4- М, 

или . 
= 


ах,  уыьНх [о 
, 

Примьръ. Кривая дана уравнешемь 
221 л--62— 10-4118 =0. 


1. Какъ измфннтся уравнеше этой кривой при параллельномь перенесенш 
‘осей координать съ помфщешемъ новаго начала въ точку О\а, 6}? 

2. Подобрать и $ такь, чтобы преобразованное уравнене не содержало 
‘первых степеней текущихъ коорвинатъ. 


РЪшенте. 1: Подставляемъ въ данное уразнеше выёсто текущихь коор- 
динать 2, у по формуламъ преобразовашя (1) выраженя в | Хи Х: 


@- хе Ф- У 6х) —106- +18 =0, 
ли 


2+ и бе+0х-+ (05—10 УИ ва 105-19) =0. 


2. По требованро задачи члены, содержащие первыя степени текущихь кборди- 
натъ, должны отсутствовать, т. коффишенты их должны быть равны нулю: 


2а +6 =0, 25.—10=0; 
отсюда 


пря`такихъ значеняхь @ и В уравнене кривой принимаетъ видъ . 
+ 7-05 —18 50-18) =0, 
ХУ =16, 
те, данная кривая есть кругь съ центромь въ точнё (3, 5) по прежней сн- 
стень и ражусомь, равнынь 4, Танимъ образомь параллельное перенесене 


осей паеть возможность опредёлить координаты центра круга ‘и ращусь его 
{р. ги. Ш. 6 1. 
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2. Измфнен!е направлен!я ‘осей. Разсмотримъ теперь 
тотъ случай, когда начало координать не переносится, а изм%- 
няется лишь направлене осей. 

Пусть новая ось ОХ наклонена къ прежней оси абециссъ лодъ 
угломъ в а новая ось ОР подъ угломъ В 
(черт. 80) и пусть какая нибудь точка М Ух 
имфетъ по первоначальной систем® ко- 
ординаты 2, у, а по новой Х, У; 


ОМ, ==, ММ-у, ом=х, ММ 


Формулы, выражающи х, у черезъь Х, У, 
мы получимъ, проектируя ломаныя ОМ, М Черт. 80. 
и ОМ'М на ось Ох и потомъ на ось Оу. 

Проекщя ломаной лиёи равняется сумм проекц!й‘ отдьльныхъ 
ея звеньевъ, а проекщи на одну и ту же ось двухъ ломаныхъь съ 
одинаковыми концами равны между собой. Слфдовательно, 


пр ОМ,М = пре ОМИ п пр ОМ.М = пр ОМ. 


Но 
пре ОМЬИ = пре ре у 
арх ОМ'М = при Х--яре = Хозе Уго: 8. 
‘Слъковательно, 
п =Х са -{- сер. 
Далфе 


ру ОММ = ору = тру у 


#8) 


яр» ОВРМ чи иру мы == Хе (5 — |} Усы 
Хана Увы р. 
Сльдовательно, 
У=Х не Узи. 


Такимъ образомъ, при измфнеши направлешя осей съ сохране- 
емъ начала координатъ первоначальныя координаты какой-нибудь 


точки. выражаются спЪдующими формулами: 
#=Х сви У ебгё, 
<) 


9=Х ма-- Хар. 


При установлени теоремъ о проекщяхъ (стр. 50, 51) подъ угломъ 
наклона проектируемаго отрфзка къ оси проекщи мы разумЪли уголъ 
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между положительнымъ направлещемъ оси проекшй и поло- 
жительнымъ направлешемтъ проектируемаго отр®зка. При про- 
ектировани ломаной лини направлен!е звеньевъь ея опредь- 
ляется указашемъ начальной и конечной точекъ ломаной. Въ пре- 
дыдущемъ выводЪ формулъ {2} мы пользовались углами между 
положительнымъ направлешемъ осей координатъ, а положи- 
тельныя направлешя осей не всегда совпадаютъ съ положитель- 
нымъ направлещемъ звеньевть проектируемыхъ ломаныхъ, и это 
несовпадеше имфетъ мьсто именно тогда, когда звенья, какъ коор- 
динаты, выражаются отрицательными числами. Но, измфняя знакъ 
проектируемаго отрзка и въ то же время увеличивая или умень- 
шзя уголъ наклона его кЪ положительному направлен оси проек- 
щи на 180% мы не измЪняемъ ни знака, ни величины проекщи 
(ср. гл. И. 8 4). Такимъ образомъ формулы (2) имфетъ нфсто при 


всякомъ положени точки на плоскости какъ относительно преж- 


ней системы координать, тажъ и относительно новой. 

Помощью формуль (2) между прочимъ можно преобразовать фор- 
мулу разстояня (стр. 24) и выражене для площади треугольника. 
(стр. 31), выведенныя раньше въ предположени прямоугольной си- 
стемы координатъ, и получить такимъ образомъ соотвётствующя 
формулы для косоугольной системы координатъ. 

3. Поворотъ осей. Уголъ между новыми осями, какъ видно 
изъ. чертежа 80, равенъ 8 — а. Если новая система координатъ такъ 
же прямоугольная, какъ и начальная, т.-е. если В — а уголъ прямой, 
то мы будемъ имфть поворотъ осей на уголъ х и соотвфтствующия 
формулы преобразованя можно получить изъ формулъ (2), замёняя 


уголь в равнымъ ему угломъ «+5 (черт. 81): 


я я 
у ы Вина, ре; 
именно: 
Х ева У ея (4 Ея 3). 
у= Хи а (4 +; 
или 


2 = Ходви — Узти, 
® 


у= Хава -[ Усоз а. 


4. Перенесен:е начала н одновременный поворотъ 
осей. Когда перемфщается начало координать и измняется одно- 
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временно направлене осей, то соотяфтетвующея формулы преобра- 
зованя можно получить, комбинируя формулы (1), (2) или (3). Такъ, 
если начало прямоугольной системы координать перемфщается въ 
точку (а, $) и система, оставаясь прямоугольною, повертывается на, 
уголь @ (черт. 82), то формулы преобразовавя будуть имёть видъ 


хыа--Ходза— Хата, У-Ь-- Хана -- Уса. 4) 


5. Т& же теоремы о проекщяхъ даютъ возможность составить 
формулы преобразоващя косоугольной системы координать въ ко- 
соугольную же или прямоугольную. `` 

Если начапьная система координать косоугольная, то при про- 
ектировани ломать ОМ, Ми ОЖМУ (черт. 83), иначе — лома- 


Черт. 82. Черт. 83. 


ныхъ (2у) и (ХУ) за оси проекшй нужно взять не оси координатъ, 
какъ въ предыдущихь случаяхъ, а прямыя— назовем ихъ Ри т—, 
перпендикулярныя къ первоначальнымъ осямъ, чтобы при проекти- 
рован!и ломаной (2у) получить выражене, содержащее только одну 
первоначальную координату. При проектироваши поманыкь ОМ, М 
или ОМ!М на оси проекшй { или т нужно знать углы наклона. 
звеньевъ этихъ поманыхъ къ осямъ проекшй. 

Буцемъ обозначать углы между прямыми, выходящими изъ одной 
точки 0, буквами, указывающими положительное направлеше сто- 
ронъ угла, а порядкомъ этихъ буквъ направлен!е углового 
смыщены. Такъ, если а и & два луча, выходящихъ изъ точки 0, 
то (45) обозначаетъь угловое смыщеше луча изъ положешя а въ 
положеше В. Но вращающийся около точки 0 лучъ можно ' пере- 
вести изъ положеня @ въ положене $ двумя путями: или вращая 
его въ направленши противоположномъ вращению часовой стрьяки, 
или въ направлеши согласномъ съ этимъ движешемъ. Чтобы, из- 

8 
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бьжать такой цзойственности, вообразимъ какой-либо лучъ #, раз- 
рЬзающй пучекъ лучей, выкодящихъ изъ точки 0, такъ, чтобы 
возможность многократнаго повтореня кругового вращешя была 
уничтожена. Этотъ лучъ $ условимся считать костижимымъ для вра- 
щающагося луча лишь въ одномъ направлени, напр. противоло- 
ложномъ движеню часовой стрЬлки. 

Ко всякимъ тремъ лучамъ тахого (разрзаннаго однимъ изъ 
его лучей) пучка`а, 2, е припожимы тВ же правила сложешя, ка- 
кя`быпи установлены для Сложен!я направленныхь отрЪзковъ, ле- 
жащихъ на одной прямой (стр. 24), именно 


{05) -- 60) = (<) [6 
(25) + ($4) =@ или (аб) = — в) {2) 


Проектируя ломаныя ОМ, М и ОМ'М на оси Ги т, будемъ 


имфть: 
яр ОМ,М = зр„ОММ и нрОММ-=тр,ОМ’М, 


‘или 
Эры ЯРУ = Р.Х тры У и яруг-прру = р; Х4- пр: У. 


Опредфляя проекшю каждаго. звена, получимъ: 
2003 (тт) -- у сов (ту) = Х едв (#Х ) -|- Хоз (т У), ] 
. [ел 


со (13) -- усоз 14) = Ховв (СХ) | Хебз @ У). | 


Но оси проекшй Ги т перпендикулярны соотвфтственно осямъ ко- 
ординатъ. Считад попожительнымъ вращеше противъ движения ча- 
совой стрлки, будемъ имЬть 


%--:, 9-7: [о 


воз (2) =0, с08(пу) =0. 


Такимъ образомъ формулы (3) приводятся къ виду: 
& 06 (та) = Х 003 (тХ) + Х оо (в У.) | 

. 8) 

508 (49) = Х еек (Х) -- Хоз (Х). | 
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Встрьчаюциеся здёсь углы “на основаши правилъ-(1) и (2) можно 
«вести къ даннымъ угламъ 2), аи В, тдь 


и = (5), «=@Х) = (У), О 
Дьйствительно, ` и в-еУ) ыы 


(и) = (ву) -Е (2) = (ву —@у =, 
их = ео отд, 
У) = (из) Еф) = ор, 

ы 

© = ей = 5+8 -=— в), 

ах -ш-ех = су фа= 


чреве = т а=- (1-2). 


Подставляя эти значейя угловъ въ формул (3) и принимая, 
кромф того, во внимаше, что косинусъ функщя четная, т,-е. сохра- 
няющая свою величину при перемьнЪ знаха аргумента, полу- 
зимъ: 


2.ы (7 —«)- Хе -©-9]|+ Хе [-е-2]. 


усы (1—«) - Хо (Е) {т (-#).. 


или 
шзто = Хам (о —®-- Уи (№ — 1), в 
уно = Хави-- Ур, 
откуда 
Же ) 
2 тестов. 
то . 
®) 


Хапе-р Уаиб 
же о } 


у= 


Бели новая система координатъ прямоугольна, то 


8* 
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Такимъ образомъ формулы преобразован я косоугольной системы 
координатъ въ прямоугольную принимаютъ видъ 


Хе Хоф —®. 


@у 


Е Уемжи } 


82. Кривая второго порядка, Уравненыя круга, эллипса, ги- 
перболы и параболы—второй степени относительно текущихъ коор- 
хинать, Общее уравнене второй степени съ двумя перемфнными 
иметь слБдующЕй видъ: 


4? {- Блу 4 РЕЖ Е=о. [0 


Уравнен!я круга, эллипса, гиперболы и параболы являются част- 
ными спучаями этого общаго вида. Такъ, если 


то уравнене (1) обращается въ уравнене эллипса: 


я 
ав 


Естественно теперь зозникаеть вопросъ, не представляеть пы. 
уравнеше вида (Г) какихъ-либо новыхъ типовъ кривыхъ кром®. 
круга, эллипса, гиперболы или параболы и какими общими свой- 
ствами облаедаютъ всЪ кривыя, выражаемыя общимъ уравнешемъ. 
второй степени. 

При изслёдоващи этнхъ вопросовъ ради симметри формуль 
выгоднЪе пользоваться инымъ обозначешемъ коэффишентовъ урав- 
нены (1). ВсЬ коэффищенты будемъ обозначать одной буквой, но. 
сопровождая ее двумя значками, которые указывали бы, какя те- 
кушя координаты, какъ множители, относятся къ разсматриваемому 
козффищенту; такъ, за коэффищентомъ а;; слЬдуютъ два множителя 
2, т.е. 21, за коэффищентомъ а, два множителя ги у; за коэф- 
фишентомъ а; слЬдуеть одинъ множитель 2: значейъ 3 указыва- 
етъ на отсутстые одной изъ текущихь координать въ. разсматри- 
ваемомъ членЪ, такъ что а,:--членъ постоянный въ уравнени, не 
зависящй отъ текущихъ координатъ. При ‘этомъ коэффишенты съ. 
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различными значками будемъ брать съ множителемъ 2, Такимъ 
образомъ уравнеме (1) при такомъ обозначен!и его коэффищентовь 
принимаетъ слёдующй видъ: 


ан 51 аа гу -- аз у? -- 252 -- 2ощу Раз =0 *). <) 


Порядокъ кривой. Кривыя, выражаекыя уравнеными вто- 
рой степени въ текущихъ координатажъ, называются кривыми вто- 
рого порядка, потому что, какъ мы сейчасъ увидимъ, съ любою ' 
прямой кривая этого рода пересфкается не болёе какъ въ двухъ) 
точкахь...Порядокъ ‘кривой, выражаемой алгебраическимъ 
уравнешемъ, опредфляется числомъ точекъ пересфченя ея съ любою 
прямой на ппоскости, 


Пусть требуется опредфлить точки пересфчешя кривой, выра- 
жаемой уравнешемь 


ай -- 2929 - ну? -- 201 2 Заву +0 =0, С 


и какой-нибудь прямой 
у=-ь @) 


Координаты каждой точки пересфчешя этихъ линй должны удовле- 
творять какъ первому, такъ и второму уравненямъ; слЬдовательяо, 
могуть быть найдены при совмфстномъ рёшени этихь уравненй. 

Но два уравненя съ двумя неизвъстными, изъ которыхъ одно 
второй степени, а другое первой, имфютъ два рфшеня, которыя 
могутъ быть дЪйствительны и различны или мнимы, или, нахонецъ, 
дЪйствительны, но одинаковы. Въ самомъ дёлЪ, подставляя #х-{- 6 
вмфсто у въ уравнене (1’), получимъ квадратное уравнеше отно- 
сительно 2: 


ацгай | Зав (0 -|- 8) -- ав #5) Заз -- За 62-5) ав = 
По раскрытии скобокъ и приведен!и будемъ имфть 


Аа? 6=9, ® 


*) Перестановка значновъ у какого-либо козффищента не мыняеть вели- 
чины хозбфищента: ан бы, са он, @в = ви. 
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тд 
А = а -- авы И, 


В = (ал ва) Ь + (@и Каз), & 
Са 20 а. 


Изъ этого уравнешя найдемъ два значеныя 2, т, для абоциссы 
точки пересёчешя, а подставляя вти значены 2 въ уравнеше (2) 
‘найдемъ и соотв®тствующёя значеня ординаты: 


иж --Ь, ва. 


Такимъ образомъ два рьшен/я (2., у.) и (=, у,) удовлетворяютъ 
одновременно какъ уравненю кривой (1'), такъ и уравнено прямой 
{2). Это значитъ, что пюбая прямая пересфкаетъ кривую, данную 
уравненшемъ (1") второй степени относительно текущихъ координатъ, 
не бол%е какъ въ двухъ точкахъ (42, у,) и (м, ч,}. Если ръшенйя (л,, у, } 
и (©, 9,) дБйствительны, то прямая дьйствительно переськаеть кри- 
вую въ двухъ точкахъ; если рёшеня мнимы, то прямая не пересЪ- 
каетъ кривой, или мы будемъ говорить — пересфкаетъ въ двухъ 
мнимыхь точкахъ, — разумёя подь мнимою точкой пару мни- 
мыхъ значений абсциссы и ординаты. Если же рыщеня (=, у,), 
{2,, 9,) сливаются въ одно, т.-е. если. 2, =, и у, 2=у,, То прямая 
касается кривой. 


$ 3. Безкойечно удаленныя точии привой второго порядка, ‘Что 
такое безконечно удаленная точка? Точку мы называемъ без- 
конечно удаленной, если по крайней нфрЬ одна изъ ея хоординатъ 


2 А 
жи 


Черт. 84. 


безконечно велика. Если точка А (черт, 84) движется по прямой, 
безостановочно удаляясь отъ.нфкоторой опредёленной точки О въ 
ту или другую сторону, мы говоримъ, что она удаляется въ безко- 
нечность. Но изъ того, что движущаяся точка можетъ удаляться 
въ разныя стороны отъ точки О, еще не слЪдуетъ, что. на пря- 
мой двЪ безконечно удаленныя точки. Чтобы согласовать посту- 
латы геометр!и, распространяя ихъ и на это новое понят!е--безко- 
нечно удаленной точки, мы ‘должны принять, что на_ прямой 
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только одна безконечно удаленная точка. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, будемъ сльдить за движешемъ точки 4 (черт. 85), соединяя 
ее въ каждый моментъ лучемъ съ точкою Я, лежащей вн данной 
прямой. Еспи точка А удаляется вЪъ безконечность по прямой а 
вправо, то лучь ЗА вращается противъ движешя часовой стрёлки 
и занимаетъь въ предьлЪ положене бт, параллельное данной пря- 


ы 


2 И 


Черт. 85. 


мой. Точно также при удаленми точки влёво пучъь &А, вращаясь 
по часовой стрёлкь, принимаетъ предфльное положеше Би, парал- 
лельное тоже прямой а. Но бт и Бз служатъ продолжешемъ одна 
другой, ибо черезъ точку 6 можно провести къ пря- 
мой а только одну параллельную. Съ другой стороны 
дв прямыя на плоскости пересфкаются въ одной 
точкЪ. Такимъ образомъ предзльныя положеня точки пересфчен!я. 
„А при удален!и ея вЪ безконечность въ ту или другую сторону 
можно разсматривать, накъ точки пересфченя прямой а съ одной 
и той же прямой тп. Но двф различныя пряныя (а `и яб) на 
плоскости не могугь имёть двухь точекъ пересбчены, а пересЪ- 
каются или должны разсматриваться пересфкающимися только ръ 
одной точкф. Введя понят!е безконечно удаленной точки, мы должны 
считать ноэтому параллельныя прямыя пересфкающимися въ одной 
точкф въ безконечности, иначе--допустить на прямой только одну 
безконечно удаленную точку, 

Если бы мы приняли, что на прямой дв безконечно удаленныя 
точки соотвётственно двумъ направленямъ на ней, то пришлось бы 
допустить, что прямыя бт и 8 не спужатъ продолженемъ одна. 
другой, что черезъ точку, лежащую вн прямой, можно провести къ 
ней не одну параллельную *). 

Возвращаемся теперь къ изслфдованю кривой второго порядка. 
Чтобы изыскать безконечно удэленныя точки на ней, нужно узнать, 
при какомъ услови уравнеше (3) имфетъ хотя бы одинъ безконеч- 
но большой корень: 2 ==. Квадратное уравнеше имъетъ одинъ 


*) Это послёднее долущене логически нозможно, и оно привело Лоба- 
чевскаго шъ построению обобой—не-эвилидовой геометр!и.` 
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безконечно большой корень, если коэффищенть при квапратЪ не- 
извфстнаго обращается въ нуль **). Слдовательно, пересфкающая 
прямая у—йх--Ь должна имфть такой угловой ноэффишентъ, 
этобы [8 2, (4}] 


А=0, али ана 0. 5) 
Отсюда ° 


бе оли к 48 = У бы — 
аа ба 


Такимъ образомъ существуютъ два направления, при которыхъ 
прямая пересфкаетъ кривую въ безконечности. Слдовательно, вообще 
кривая второго порядка имфетъ двф безконечно удаленныя точки. 

Если корни уравненя (5) дЪйствительны, т.-е. если 


а вн — < 0, 


то кривая имфетъ двЪ дЪйствительныхъь безконечно удаленныхъ 
точки. Если 


в1 0 — >06, 


т.-е, корни уравнензя (5) мнимы, то безконечно удаленныя точки кри- 
вой мнимы, иначе — кривая не имъетъ безконечно удаленныхь то- 
чекъ, вся расположена въ конечной части плоскости. Еспи ы 


в ав — 


т.е. корни уравненя {5) сливаются въ одинъ, то обЪ безконечно 
удаленныя точки кривой сливаются въ одну, иначе — кривая ка- 
‹ается безконечно удаленной прямой. 

Примфчан!е. Что такое безконечно удаленная прямая? Мы 
приняли на каждой прямой одну безконечно удаленную точку, Гео- 


—_ 


ОУ — 4% 44%. 
ра РЕЧИ 


еее в= 


р 2 
‘ 2 = =; 
ВУ Руна 


=, = 


тан; та о, 
в==6 а=0 ВВ. 
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метрическое мьсто этихъ безконечно удаленныхкъ точекъ и будетъ 
безконечно удаленная прямая — прямая потому, что съ любою пря- 
мою ва плоскости это геометрическое мёсто имфетъ лишь одну 
общую точку. Еспи возьмемъ уравнене какой-либо прямой въ от- 


рЬзкахъ 


то, увеличивая безгранично @ и В, т.-е. удаляя безгранично прямую 
отъ начала координатъ, мы получимъ предфльное уравнеше 


0. 2-50.у--1=0, 


которое можетъ быть удовлетворено лишь безконечно большими 
значенями текущихь координать и представляеть уравнен!е 
безконечно удаленной прямой. Это уравнеше пишутъ и 
въ таной абсурдной повидимому формЪ: 


1=0 или б= 


ТАБ О--какое-пибо постоянное, не равное нулю. Но понимаютъ подъ 
этимъ раренствомъ именно уразнен!е — предёльное уравнеше,— 
въ которомъ козффищенты при текущихъ координатахъ стремятся 
къ нулю. 

Выражене аа, —а?,, даеть возможность различить кривыя 
второго порядка по типамъ и называется дискриминантомъ 
<таршихъ (т.-е. второго измёреня) членовъ уравненйя (1') кривой. 

Для эллипса, гиперболы и параболы, уравненя которыхъ мы 
имли въ видь * 

1) Вай - 1, Зи 2ре= 0, 
дискриминантъ соотвфтственно положителенъ, отрицателенъ и ра- 
венъ нулю: 


1 11 
о Элен — =, 


3) чиав ой = 0. 


Такимъ образомъ подтверждается та, что намъ было извфетно 
отчасти и раньше: ниенно — гипербола имфетъ двф дЬйствитель- 
ныхъ безконечно удаленныхъ точки въ направлеши ея асимитотъ, 
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эллипсъ не имфетъ безконечно удаленныхъ (дЪйствительныхъ) точекъ, 
парабола касается безконечно удаленной прямой. 

Мы будемъ поэтому называть кривыя второго порядка съ двумя 
дьйствительными безконечно удаленными точкеми (4,1 @;1 —а, 50) 
гипербопами, кривыя съ мнимыми безконечно удаленными точками 
а, — 2, 20) — эллипсами, и касаюццяся безконечно удален- 
ной прямой (а, а,, — а*,, =0) — параболами. 

Если въ уравнени (3) и коэффищенть В равенъ нулю, то оба 
корня обращаются въ безконечиссть, и ‘прямая у = #-ЕЬ 
будетъ имёть съ кривой двф слившихся въ одну безконечно уда- 
ленныхъ точки, иначе — касается кривой въ безконечно удаленной 
точиф, т.е, будеть асимптотой кривой: 


В-0, или бов ЮР аы Евнй=0, ® 
откуда 


Гипербола имфетьъ даЪ дьйствительныхь асимптоты 
Э=БеЬ сн узеЬ, 
тдЬ #, и, — корни уравненя (5), а В, и $, опредъяяются условемъ (6) 


аи Раз, 


р И Е т 
‘а 


вн Рав ' 


Для параболы 
и ба — Я =0ои 


Спфдовательно, 
а) 
ОВ ( 12. 


п 


Я 
пить (1 


Уравнеше прямой, имфющей съ параболой въ безконечности двЪ 
слившихся точки, ^ 


у=е--6 или а Лу 0 


принимаетъ видъ 
0.50 = 


и представляетъ безконечно удаленную прямую. Парабола не 
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имБетъ асимптоты, т.е. прямой, проходящей въ конечной 
части`плоскости, къ которой бы кривая приближалась безгранично. 


$ 4. Преобразоваяе уравнемя иривой второго порядна при парал- 
лельномь перенесени осей, ЦЩентрь нривой. Разсмотримъ теперь, 
какь измфняется уравнене кривой второго порядка при измЪ- 
нени ‘системы координать и къ канимъ` простьйшимъ видамъ 
такимъ преобразовашемъ это уравнеше можеть быть приведено. 
При этихъ преобразованяхъ обнаружатся и нЬкоторыя общ я свой- 
ства разсматриваемыхь кривыхъ. 

Центръ кривой второго порядка. Положимъ, что оси 
координать не измфняютЪ своего направлены и лишь вачапо коор- 
динатъь перемфщается зъ какую-нибудь точку Л№(хь, Уз). По соотвфт- 
ствующимъ формуламъ преобразован [8 1 (1)] ‘будемъ имёть 


в=Хщ, у= Уфу. 


Чтобы ‘не вводить новыхъ обозначенй текущихъ координатъ (тёмъ 
болфе, что преобразоваШе придется сдлать не одинъ разъ), мы 
предыдущя формулы напишемъ въ сльдующемъ видёЬ: 


вещ, уу, 


тд знакъ „|“ выражаеть замфну въ первоначальномъ уравнени 
кривой текущихь координатъ м, у выраженями 2 -- 2 и у-- у, 
при чемъ въ этихъ выражешяхь 5 и у обозначаютъ текупия ко- 
орлинаты не по прежней системЪ, а по новой, а <, и›—координаты 
новаго начала по прежней системь. 


Такимъ образомъ преобразованное уравнене кривой будетъ имфть 


видъ: 


оп (вой + Зо ео у На --+ 
29 (@ 29 -Е ов (у Ру) ев =0. 
По раскрыт скобокъ и приведенми получимъ: 
вн? -|- За гу | ау? |: 
2 би аль аа) 2-Е 2 (о ть ан ду + 


+ ви 2 | 20а 2 ур ор У -- Заз ть -- Зав уз -- ев =0, 
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или, сокращенно обозначая измЬненные коэффищенты черезъ 28,;, 


25: и в, д 3 
ь разу ры ве ВьуНы ) 
у = в + аауь Е аз, ® 
6:3 == аз у -|- аз уе -- в, (3) 
у = изо За ру -- в Уь- Зи хо За -Г аа “ 


Такимъ образомъ послЪ параплельнаго перенесеня осей старш1е 
члены уравнешя не измфняютьъ своего вида, а измфняются 
только коэффищенты членовъ первой степени и свободный `членъ, 
при чемъ послфдн!й замфняется результатомъ. подстановки въ лЪ- 
вую часть даннаго преобразовываемаго уравнешя вмёсто текущихъ 
координать 2, у координатъ новаго начала 2, У. 

Распоряжаясь двумя величинами 2, У, можно выбрать новое 
начало такъ, чтобы два изъ измёненныхь нозффищентовъ, напр. 
В: и 8, обратились въ нуль: 


ан + ан -- ов =0, ®) 
бы - во ая 20. ®) 
Решая эти уравнен!я относительно &;,, у, 
получим: 
— 9005 аа 


пи — Я 


6) 


Черт, 86, 


Таковы координаты новаго начала по прежней систем®. Урав- 
неше кривой послЬ преобразованя имфеть видь 


ана? -- Зо зу + овуй Ва =0, © 


тдЪ подъ &,, нужно разумфть выражеше (4) съ замфной х, у ихъ 
значенями, данными формулами (5). 

Если какая-нибудь точка Р(%,, у,} (черт. 86} лежитъ на кривой, 
то координаты ея х,, у, — координаты по новой систем — должны 
удовлетворять уравненйо (6), т.е. должно иить мёсто ‘слЬдующее 
‘тождество: 

а 28 -|- Заз уу + бу 4-5 = 0. @) 
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Но въ такомъ случаф и числа —ж,, —-у, удовлетворяють уравне- 
эю (6): у 
в: {— 24) - 20 (— 8) (-— 91) ва (у) щ5= 


. = 9159 Е За Е аа У 2 = 9, 
т.е. и точка 9(—1,- у) лежить на кривой. Отрьзокь РО 
будеть хордой этой кривой, хордой, проходящей ‘черезь начало 
(новое) координатъ и длящейся въ этомъ началь пополамъ: 


РИ - и. 


При перемфщен/и точки Р.по кривой, и @ будеть перемьщаться, 
оставаясь симметричной съ точкою Р.относительно точки М(л., 9,). 
Такимъ образомъ всякая хорда, проходящая черезъ точ- 
ку М(я, %), ЕЪлится въ этой точкЪ пополамъ. Точка. 
М(х.. у) служить центромъ кривой второго порядка. 

Знаменателемъ выражен (5) дяя координатъ центра служитъ 
дискримннанть старшихь чпеноръ уравнендя. Если дискримиванть 
не равенъ нулю— * 


ан ба — 1520, . 


т.в. если кривая будеть гиперболой или эллипсомъ, то координаты 
центра— конечныя величины, центръ будетъ въ конечной части пло- 
скости. Перенесеше начала координатъ дЪйствительно можетъ быть 
выполнено. Но если дискриминантъ равенъ нулю 


ана ие, 


то координаты центра (5) будуть или безконечно большими или, 
если и числители равны нулю, неопредьленными. 

Эллипсъ и гипербола имфютъ опредфленный центръ на конеч- 
номъ разстояни, парабола (аи, — а*,, -=0) иметь э„центръ въ 
безконечности“. Въ выраженм „центрь въ безконечности“ тер- 
минъ „центръ“ нужно понимать въ обобщенномъ смыслЪ, а не пер- 
воначальномъ, ибо хорды кривой, проходящя черезъ такой центръ, 
безконечно велики. 

Перенесеще начала координатъ въ безконечно удаленную точку 
по существу невозможно: за оси координатъ мы должны принять 
прямыя, пересфкающуяся въ конечной части плоскости, СлФдова- 
тельно, уразнене параболы не можетъ быть приведено къ виду (5), 
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Если центръ неопредфленный, т.е. если 


Я ав — 012 =0, ваз — аа ав — ава —@иев =0, 


‘то оба уравнешя (2') и (3), опредьляющя центръ, равносильны, 
иначе коэффищенты ихъ пропорщональны, ибо изъ равенствъ (8) 
спьдуетъ: 

Ри ба, ба ба, ов би 
20 бд’ @а ви 


или 
Ян ба в. 
Е 


Заньчанте. Изь равенствь (8) независимыхь только два — третье 
является слфдстыемъ двухь пругихъ. 


Такимъ образомъ въ случа неопредфленныхь рЬшен для ко- 
оржинатъ центра, измъненя этихъ координатъ связаны однимъ урав- 
ненемт, напр. уравнешемъ (2): уравнеше (3} является сльдствемъ (2). 

Уравнеше (2) первой степени ‘относительно, мняющихся, те- 
нущихь теперь —координатъ х., У.. Слфдовательно, въ случа не- 
опредёленныхъ ршенй (5) за центръ кривой можно принять любую 
точку нфкоторой прямой, уравнене которой 


ви2--вву-- оз == 0: 


Остается рышить, какого рода пишя представляется въ этомъ 
случаъ уравнешемъ (6). 


$ $5. Кривая, распадающаяея на пару прямыхь. 1. Если въ 
‹случаЪ опредфленнаго и конечнаго центра кривой, кромЪ коэффи- 
Шентовъ 6) и 6,, въ преобразованномъ уравнен!и кривой (6} обра- 
щается въ ‘нуль-и коэффищенть $.,;, то уравнеше кривой прини- 
нимаеть видъ 


ана? Завлу авы = 0. ® 


ЛЬвую часть этого уравнемя можно разложить на два множителя, 
Въ самомъ ДЬлф, разлёляя на 2' всф члены уравненшя, получимъ 


ба 29 (2 а (0 =6. [6 
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Пусть корни этого квадратнаго уравненя относительно у будуть 
= 


ий: 
` вЕЕ®У= 


р 


1 


а) == ав — У нба — 09), 
` в . 


Въ такомъ случаЪ первую часть уравнемя [9 можно разложить на. 
множителей; ` 


Отсюда, по умножении на 2*, будемъ имфть 
в (у— 1:2) ув =0. (9) 
Уравнене (9") есть преобразованное уравнене (9). Можно подобрать 


координаты т, у такъ, чтобы обратился въ нуль или множитель 
у— =, или другой множитель у— 1,4%: 


у—Н2-=0. жи у—№а=0. 


Въ первомъ спучаъь точка перемЪ- 
щается по прямой, данной уравнешемъ 


9—2 =6 


во второмъ--по прямой, данной урав- 


нешемъ Черт. 87. 
уж ть, 2-20. 
Лежить ли точна на первой прямой, или на другой, координаты 


этой точки удовлетворяютъ уравненю (9") или (9) кривой. Такимъ 
образомъ кривая, представляемая уравнещемъ {9), ‘распадается 
на пару пряныхъ (черт. 87), проходящихь черезъ начало коорди- 
нать по новой системь, иначе—черезъ точку М(л., \‚} по прежней. 

Если № и Ё дъйствительны, то и прямыя, на которыя распа- 
дается кривая, дьйствительны. Если же Ё, и &, мнимы, то на пло- 
скости нЪтъ ни одной, кромЪ новаго начала координатъ (0, 0), 
дьйствительной точки, координаты которой удовлетворяли бы урав- 
нентю (9). Мы будемъ говорить, что уравнене (9) въ этомъ слу- 
ча» представляеть пару мнимыхъ прямыхъ. 

Если въ выражеше для $, (4) вставимъ вмЪсто ли у) ихъ 
значешя (5) и приравняемъ полученное выражене нулю, то 
будемъ имфть соотношене между коэффищентами первоначальнаго 
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уравненя кривой {1', 8 2), соотношеше, которое является усло- 
в!емъ распаден!я кривой второго порядка на пару 
прямыхъ. 

Примфромъ приближешя кривой второго порядка къ распаде- 
н1!ю на пару пересфкающихся прямыхъ можетъ служить 
гипербола, когда ея полуоси пропорщонально уменьшаются до нуля. 

Въ самомъ дЬлЬ, пусть полуоси ги- 

перболы будуть афи 6 (черт. 88), 

ТДЪ аи 5 постоянныя величины, 

а }- множитель, уменьшающся до 
=_ нуля. Въ такомъ случаЪ, уравнене 


у 


8 № _ пов 
ат — =! юн пы =й 


при различныхь значешяхъ 1 пред- 
ставляеть рядъ гиперболъ, съ об- 
щими асимптотами. При {==0 уравнеше обращается въ уравие- 
не пары прямыхъ 


Черт. 88. 


именно общихъ асимптотъ этихъ гиперболъ. 
2. Если центръ кривой неопредфленный, то, взявъ какую-нибудь 
точку (х, 95) на прямой, представляемой уравнешемъ 


ви -- ову--ав - 0, 


можно перенести начало координатъ въ эту точку и данное уравне- 
ше кривой (1', 8 2) послЪ преобразован приметъ видъ (6). Такъ 
какъ, кромф того, въ случаЪ неопредёленности центра 


Чиба- бы вы вату. ай. 


то уравнене (6) можно написать въ видё 


ан 2Уан` Убя гу-- ал +в =0 
или 


(Ули #2 + Уан уз — У =0. 


Лъвая часть этого уравнешя распадается на два множителя; 


(Узи #-НУззу-- У-Ъь) (Ули 2-- Уз у Уи = 0. 00) 
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Разсуждая по предыдущему; заключаемъ, что и въ этомъ случаЪ, 
т.е. въ случаф неопредфпенности центра, кривая распадается 
на пару прямыхъ,—а такъ какъ угловые коэффищенты этихъ пря- 
мыхь (— Ул: : Уа,,) одинаковы, —на пару параллельныхь прямыхъ 
(черт. 89). Здьсь нужно различать три случая: 1) кома 5,20 
или 2) когда Ь,, > 0 или 3) когда $,,=0. 
Въ первомт. случаЪ /—5,, дйствитель- 
ная величина и об прямыя 


Узи 2 -- Уалу-- У Вы 


(1) 


ва = 0 2) 


Узи = + Уву-У 


Черт. 89. 


дьйствительны, Во второмъ случа® \/—$,; мнимая величина, и мы 
будемъ говорить, что уравнения (11) и (12) представляютъ мнимыя 
прямыя, а уравнене (6) или (1') при этихъ усломяхъ--пару мни- 
мыхъ параллельныхъ прямыхъ, Наконецъ, въ третьемъ 
случаз о6В прямыя (11) и (12) сливаются въ одну--уравнене {10) 
или (9) и (1') при этихъ условяхь 
представляеть пару слившихся 
прямыхъ. 


ЮО 


Примфчан!е. \'а,; н\/а,; можно 
считать дФиствительными, ибо изъ 
условя @ца,-— ,==0  слфдуетъ, 
Г’ 2 что ана) =:0',, т.е. что числа а, 
и в. произведене которыхъ равно 
квадрату (попожительному числу), им%- 


ютъ одинаковые знаки, и можно всегда. 
считать ихъ положительными, иначе— 
можно бы было перемфнить знаки 
всЪкь членовъ уравнены (1) или (1'). 


Черт. 0. Примфромъ приближешя кривой 

второго порядка къ распаденио на 

пару параплельныхъь прямыхъ можеть служить гипербола, когда 
ея дЬйствительная ось 24 сохраняетъ постоянную величину, а мни- 
мая 2$ безгранично увеличивается (черт. 90}, или эплипсъ, когда. 
9 
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его малая ось остается постоянно! 
чивается (черт. 91). 


а большая безгранично увели- 


Черт. 91. 


$ 6. Главныя осн нривой второго порядка. Положимъ, что пере- 
несене начала координатъ въ центръ кривой совершено и уравнене 
ея приведено къ виду 


а 2 -- Зав зу -[ аз 98 В = 0. ®) 


Будемъ предполагать, что первоначальное уравнене было отне- 
сено кь прямоугольной системЪ координатъ. Повернемь те- 
лерь ‘оси координатъ, оставляя ихъ прямоугольными, на нфкоторый 
уголъ &, величиною котораго распорядимся послф. Примфияемъ со- 
отвЪтствующия формупы преобразованя [(3}, стр. 112]: 


я | пене умна и у| тата уеова, 
Пользуенся опять вмЬсто знака равенства знакомь замвны, 


чтобы не вводить новыхь обозначен текущихь координатъ. Урав- 
неше (6) послЬ поворота осей принимаеть видъ 


ви (това — узт а) -|- Эа (5608 — узы к) (изба в -- усок о) - 
0, 


+ аабеоь а Руса 


или, по раскрыт!и скобокъ и приведени, 


Вай лу -- Ву? В 


тдь 
Ву = 2 с0 а -- Зав а 00 « -- авзйй а, 


ба = (в — ан) 58 а сора -[ оз (сов а — вай а), 


В — ана и Заза а сое и -- аз с? в, 
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Выберемъ уголъ поворота а такъ, чтобы 


Фи = (ин — ву) ям асов е -- ал (бой ити) 20, 


“или 
яв ет Эл -- о сов За == 0; 
откуда. вы 
т (3) 


`Такимъ образомъ уголь а имфеть опредфленную величину, если 
‘только. @, не равно а», и одновременно а, не равно нулю. Въ 
этомъ посльднемъ спучаь мы имфли бы кругъ (гл. Ш, $ 1) и урав- 
нензе его 


ау = 


при всякомъ поворотЪ, т.е. при всякомъ а, сохраняло бы свой зилъ: 


В = ан=аь = 5% 60. 


Но если 


вызван и вн5ро, 


-то существуеть опредфленный поворотъ осей коорцинатъ, послЪ ко- 
-тораго уравнеШе кривой принимаетъ видъ 


ыы о. (4 эй в) 


“Такъ какъ текущ! координаты вхо- 
дять въ это уравнене въ квадра- 
тахъ, то кривая симметрично распо- 
‘ложена (стр. 82, 89) относительно 
нозыхь осей. Новыя оси будуть 
эсями симметр!и — главны- 
ми осями кривой второго порядка. Черт, 92. 
{черт. 92). 

Уравнеше (14) можно представить въ такомъ видЬ, въ какомъ 
мы изучали уравнен!я эллипса и гиперболы (гл. 1\), ДЪйствительно, 


Би № или 


<хткуда 
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5 . 
Здьсь возможно разнкичать три спучая; 1) знаменатели — феи — 
а: 
оба положительны, 2) одинъ знаменатель, напр. первый, положите- 
пенъ, другой отрицателенъ, и 3) оба знаменателя отрицательны. 


Можно положить въ первомъ случаъ 


во второмъ 


въ тратьемъ 


Такимъ образомъ мы получаемъ три тина центральныхъ кривыхъ, 
изъ которыхъ два мы уже изучали подъ именемъ эллипса и ги- 
перболы: 


Послфднее уравнене не.можетъ быть удовлетворено никакими дЪй- 
ствительными значенями текущихъ координать, ибо сумма квадра- 
товъ дЬйствительныхь чисель—- сумма положительныхь чисель — 
не можетъ равняться отрицательному числу. Мы будемъ говорить, 
‘что это уравнеше представляеть мнимую кривую второго пб- 
Чядка. 


Прии&ръ$ Изельдовать уравиеше кривой второго поряциа 
34а? — 24ау -- 1 у? 94 — 3389-7191 =0, ^ 


Ръшен! е. Напишемъ уравненйь, выдфливъ множитель 2 въ ноэффищентахь 
при жу и при первыхь степеняхь: 


341—212 1—2 42 2—9.169у--172 


2) Тиль кривой. 


ба — ан 


34.4117 > 0; 


Сльдовательно, разсматриваемая кривая — энлипоъ. 
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6) Центръ иривой и перенесен: е начала ноординать въ 
центръ. Формулы преобразования: 


эта, уу. 
342-212 (а) (у--) И -—2.9 2-9) — 
— 2. 1-71 = 


3122—2122 2 340 — 1 — 42) 242 (12% -- Аи — 169 у-- 


п + 942% — За -- 41% — Вау — 838% -- 721) =0. 
опагая 


мои и 12-16050, 


чаходимъ 


%=3, % 
‘Уравнеше кривой приннмаеть видъ 


3428 —2.12 у -|-41 у —250=0. 


<) Отыскан1е главныхъ осей. Преобразовываемъ полученное урав- 
ен кривой, поворачивая оси на н®который уголъ д: 


2 | поза узти, у | зп а -Гусова: 
34 (псоза — уз и — 2. 12 (едва —уат в) (ит а + усов о) 
ее и усов а) — 250 =0, 
или 


[94сой — 2. 13 сое п вби в -- 41 ат а в? -- 


{НЗ [7 88 < 608 & — 12 (608? в — в? в] ву -|- 


+ Вай и + 3.129 а. сз @ {- Ч1еой ву — 250 =0 


Если новыя оси координать являются главными осями эплииса, то 
. ВУ . 


Тай г сок и — 18 (0 а — зв) =0 или 124йе-- дк — 12 =0 
РЬшая это уравнешще, находимъ угловые коэффищенты главных осей: 


45-5765 —17==25, 3 __+ 
том мну 9-5 
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ТНослЬ подстановки этихь значешй синуса и косинуса въ преобразованное урав- 
вене получимь 


Е = 26-0 


25 1 -- 50 у? = 250 
и накокець 
Еы РЫ 
НУ =!- 


Полуоси эллипса: 


Черт. 93 а=\10-— 3,1, = У 2,2. 


Зная положен{е центра, угловые козффишенты главныхь осей и величины 
ить, можно легко построить этоть эллипсъ (черт. 93). 


$ 7. Сопраженные даметры кривой второго порядка. Если. бы ‚мы 
измънили направленя осей, не оставляя ихъ прямоугольными, то 
пришлось бы примфнить формулы преобразования [(2), стр. 111] 


2 оеоек-- уе й, у [ати --уь В. 


Уравнеше кривой поспЪ замфны текущихь координать ихъ выраже- 
ными приметь видъ 


ан (а сов в -- у сов 8) -|- 04 (2 008 и - у сов 8) (еабь и - ув 6) -- 


Чан (ето Ру 2 вв 50 


вли 


В -- ру зы 


а = аш 0032 а -|- Зозьсов кн а анзйй а, 


тдВ 


Мн = 0 008508 @ -|- ла (08 изба В -|- с08 в вп 1) - ват В, 
Ув = ансой В -- За сё Ват В -|- отв в. 


Распоряжаясь двумя величинами а и 1, можно выбрать одну 
изъ нихъ произвольно, а другую опредёлить такъ, чтобы &, =0, 
т.е. чтобы - 


211 605 в воз В -|- аль (608 & зйн В --- с05 Вафа а) - пав в зн В = 0. [5 


Обозначая угловой коэффищенть фа новой оси абсциссъ отно- 
сительно первоначальной системы черезъ Х, а угловой коэффишентъ. 
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новой оси ординатъ черезъ Ё,, будемъ имёть изъ предыдущаго со- 
отношеня послЪ дфлены всфхъ его членовъ на произведеше носи- 
нусовъ (с03а. с0з В} 


ана В) --вывь =0. (5) 


При такомъ выборь новыхъ осей урав- 
неше кривой приметь видъ 


и ы = 09 


Черт, 94, 


Такъ какъ текуп! я. координаты входять вЪ это уравнеше въ 
хвадратахъ, то точки Р(д,, у,), ®(2, —у,), ВС—,, уз) (черт. 94, 95) 
одновременно лежатъ на кривой, т.-е. если одна изъ нихъ лежитъ 
на.кривой, то на той же кривой лежать и друйя. Хорда РФ па- 
раллельна оси ординатъ и дЬлится, какъ слёдуетъь изъ построевя 
этихъ точекъ, осью абсцисс пополамъ: Р.В— @Р,. Точно также 
хорда РИ параллельна оси абсциссъ и длится пополамъ осью ор- 
динатъ. При перемёщени точки Р по кривой хорды Р@и РЯ 6у- 
дутъ перемфщаться параллельно соотвЪтственнымъ осямъ координатъ. 
Начало координать служитъ центромъ кривой, а оси координатъ, 


Черт. 95, 


стало быть, являются дНаметрами. ДЛаметры называются сопря- 
женными, если они обладаютъ вышеуказаннымъ свойствомт, т.-е. 
каждый изъ двухъ сопряженныхъ д!аметровъ дъ- 
литъ хорды, параллельныя другому, пополамъ, 

Касательныя къ кривой въ концахь одного изъ сопряженныхь 
даметровъ паралнельны другому. Чтобы убфдиться въ этомъ, стоитъ 
только касательную разсматривать, какъ предфльное положене 
параллельно перемьщающейся хорды. 
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Уголь а, иначе--угловой коэффищенть {а мы выбрали со- 
вершенно произвольно; уголъ @ и вмЪстБ угловой козффищенть 
сопряженнаго маметра опредфляется изъ уравнешя (15) или 
(15'). Кривая второго порядка имъетъ безчисленное множество паръ 
сопряженныхь даметровъ. Главныя оси по самому ихъ опредфленю 
тоже. сопряженные даметры, и обратно—-если сопряженные даметры 
въ то же время и перпендикулярны, то они будутъ главными осями 
кривой. Для круга каждый его маметръ будетъ и главной осью. 

Уразнеше {16) можно представить въ вид, подобномъ простЪй- 
шимЪъ видамъ уравненй эллипса и гиперболы: 


[р $, 
Смотря по знаку знаменатепей в и —. обозначая ихъ че- 
: Е 


резъ -=4' и 5-Й, получимъ слфдующе три типа этого уравнен!я: 


ви 
=, 


21’ и 24' будуть величинами сопряженныхь шаметровъ въ случаъ 
1) эллипса и въ случаф 2) гипербблы. Въ случа% 3) мы имфемъ мни- 
мую кривую. 

Еспи направлешя двухъ сопряженныхъ даметровъ одинаковы, 
тв. если ихъ угловые коэффишенты равны (# = #,), то уравненее (15'), 
связывающее угловые коэффищенты сопряженныхъ даметровъ, обра- 
щается въ уравненее (5) {$ 2], опредъляющее направлеше асимптотъ; 
Маметры совпадають съ асимптотой кривой, и свойство, опредзляю- 
щее сопряженные щаметры, нельзя въ этомъ случаЪ понимать бу- 


хвапьно, такъ какъ хорды, параплельныя асимптоть, будуть безко- 
нечно велики. 
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Задача, Эллипсъ есть проекщя круга (гл. 1, $ 3}. Доказать геометри- 
чески, что два хакихъ-нибуль перпендикулярныхь даметра круга проектируются 
сопряженными дЛаметрами эллипса. 


$ 8. Преобразоваме уравнешя кривой съ центромъ въ безженеч- 
ности. Если центрь кривой второго порядка лежитъ’ въ безконеч- 
ности, т.-е. если дискриминантъ старшихъ членовъ уравненя 


виа 2 нау ау 20. 2 -|- Зву -- аи = 0 @^) 


равенъ нулю 


, {2) 


ай ав — 0, = 


то перенесене начала координат въ центръ кривой невозможно. 
Въ этомъ случа уравнене (1') посл преобразованй ‘приводится 
къ виду, отличному оть каноническаго вида уравнешй централь- 
ныхъ кривыхъ. 

Предположимъ, что въ данномъ уравнени кривой 


ав50 и ао. 
Измьняемъ направпеше осей: по формуламъ [(2), стр. 111]: 
й 


сви русов В и ур жама Нузт в. 


Уравнеше кривой послф подстановки приметъ видъ 
ани (2605 &-|- усов у -- Заза (2 сов а у сов 8) (езда хуи 8) -- 


{ара (ран Руза ВР -- Эпуз (сок а -- у сз 8) - 


зав (ван вуз В) Роз — 
или 


Ба Зву Е Вы У -- 2 -- ву а = 
тДЬ 
= ан со -- За соб аи араба, 


Ва == ил 08 а 08 В-Еача (с08 @ вт -еоь В ва в)-|- од вн за В 
Вы == ад 205 В -- Зал еоз Ва В -- аазйй р, 
Фр == со и Рана &, 


$ = азов Вивер в. 
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Но по условю 
анбы— в =0, или ав Мб . Ува. 
Слфдовательно, 
В: = вне в -- 2 Мани. Уаы со; си и - виз в, 
Ъв = ан е0в с сое В -|- Мау . Увы (сов а зён В -|- с0з 8 а в) {- ов 5в из В, 


Вы = оной. 2Уц Увы сей ни р оннййв, 


аля 
Ба = (Убы с0з « -- Уаз вв «я , 8) 
3 = Мат сов в +- Уан зы в) (Ман созВ - Уатзт 8), 4) 
Эн — Ман см в +- Увывй В. 6) 


Распоряжаясь величиною угла @, которая до сихъ поръ еще не 
опредьнена, выберемъ направлеше новой оси абсциссъ такъ, чтобы 


Узи сова {- Увы ни =0, 


т.е. 
мес У У =. в 
са Ус» Уз - Узи ыы . 
При новомъ выборь оси абсциссь не только $, =0, ной, =0, 
и уравнеше кривой принимаетъ видъ 
уе 26а -- 26 урав =0. о 


Мы предполагаемъ, что центръ кривой въ безконечности, но 
опредфленный. Слфдовательно, числители выражен для я, У, 
[стр. 124 (5)] не равны нулю, не равенъ поэтому нулю ‘и козффи- 
щентъ В. Въ самомъ дьлЪ, 


уе=- В; ° 8) 
слЬдовательно, 
вне = св „ 
Урата ' (6 
и потому 


биз авсоса азы а = ® 
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Но. выражеше а,а,- аа» является числителемъ въ выраже- 
нм для м, [стр. 124 (5)] Сльдовательно, в, 520. 

Точно также и козффишенть 6, не можеть равняться нулю, 
хотя онъ и зависить отъ угла В (5), величиной котораго можно распо- 
ряжаться, ДЪйствительно, козффищентъ $, зависить отъ угла В 
совершенно такъ же, какъ коэффищенть В, отъ угла а, но углы 
ти В должны быть различны, такъ какъ оси коорцинать не мо- 
гутъ сливаться въ одну прямую и потому если $, ==0, то 6,, 520. 
Такимъ образомъ въ уравнеши (7) остается одинъ коэффишенть 
„Ф» который можно обратить въ нуль, распоряжаясь величиною 
угла 8: 

бл — арсо в ров зн =0, 
откуда 
ав 


шв=— 
ый аз 


8 


Посл тавого выбора угловъ & и @ уравнеше кривой: принима- 
еть видь 


Фут бе 93 09) 

Давая различныя значеня хх, мы будемъ получать для у два 
значен!я, равныхъ по абсолютной величин®, но противополож- 
ныхъ по знаку. Это значить, что хорды кривой, параллельныя оси 
ординатъ, дЪлятся осью абсциссъ пополамъ. Такимъ образомъ, если 
уравнеше кривой съ центромъ въ безконечности (ада. — @в*, == 0} 
имъеть уравнене вида (10), то ось абсциесъ можно назвать д!а- 
метромъ кривой, такъ какъ эта ось дёлить рядъ парапиельныхъ 
хордъ пополамъ, а ось ординать имфетъ направлене хордъ, со- 
пряженныхъ этому д!аметру, т.-е. хордъ, которыя дЪлятся 
этимъ даметромъ пополамъ, 

Величина угла а, какъ ввдно изъ формулы (6), зависитъ только 
оть козффищентовь старшихъ членовъ, а величина угла # (9) 
оть коэффищентовъ при первы хъ степеняхъ текущихъ координатъ 
въ преобразовываемомъ уравненм кривой. 

Если предварительно перенести начало координать въ какую- 
нибудь точку М(т’, /), то старние члены въ преобразованномъ 
уравнеши сохраняются въ прежнемъ видЪ, а измЬняются только 
коэффищенты остальныхь членовъ уравненя: 


ди #8 -- Ваз ду -- аа Ура ь роду раз =0, и 
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ГАЪ 
аз = пы 27-4 Ув, 


с’ = ан 7 да У вв. 2) 


аа аа 29-20 у ааа УЗ о У Рав 


Изыфняя послЪ этого по предыдущему направленИя осей и выбирая 
ихь соотвфтствующимъ образомъ, мы приведемъ уравнене (11) къ 
такому же виду, какъ и раньше (10): 


Фев ав =0, аз) 


тдъ 


из сз а- аи вн а, м 


При этомъ для #9 а, опредьляющаго новое направлен оси абсциссъ, 
мы получимъ ту же величину, что и раньше, а для #9 8, опредёля- 
‘ющаго направлевше новой оси орцинатъ и въ то же время напра- 
влеше сопряженныхъ хордъ, иное выражеше, зависящее отъ коор- 
динатъ новаго начала 1", у): 


в) 


9) 


Танимъ образомъ, вс Маметры кривой при усломи (2) параллель- 
ны и каждый изъ нихъ сопряженъ хордамъ особаго направленя: 
черезъ каждую точку плоскости М(х’, у') проходитъ одинъ маметръ, 
а формулой (9') опредфляется ‘направлеше сопряженныхь хордъ, 
т. е. ТЬхъ хордъ, которыя этимъ даметромъ дьлятся пополамъ. 
Распоряжаясь положенемь новаго начала координатъ №(з', у'), 
мы можемъ обратить свободный члень уравнешя кривой (13) въ 
нуль: 
че = аи 27 -- Заз © -- в 2-20 2 Заз у’ -- Ч 


Аля этого нужно только, чтобы точка 4(2”, у’) лежала на па- 
раболЪ. При этомъ козффищенты в, и №, по вышеизложеннымъ 
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основашямъ ие могутъ обратиться въ нуль. Уравнене кривой при 
такомъ положени начала координатъ приметь видъ 


Фут =0 или УЗ, (15) 
тд у 


Ш 16) 


Начало координатъ теперь пежитъ на кривой, ибо координаты (0, 0) 
удовлетворяютьъ уравненю (15), а ось ординатъ касается кривой, 
ибо при. *=0 дпя у получаемь два равныхь  звачены: 
У, ==0 (черт. 96). 

Уравнеше (15} имфетъ видъ урав- 
нен’ параболы, опредьленной какъ 
теометрическое мЪсто точекъ, одина- 
ково удаленныхъ отъ фокуса и дире- 
харисы (ги. 1 8 10) съ тьмъ раз- 
личщемъ, что оси координать необя- 
зательно перпендикулярны. 

Но возможно преобразовать оси Черт. 96. 


координать такъ, что уравнеше раз- 
сматриваемой кривой будеть имфть такой же видъ 


рт 


и новыя оси будутъ завЪдомо прямоугольными, и такимъ образомъ 
убЪдиться, что кривая второго порядка съ центромъ въ безконеч- 
ности есть дФйствительно парабопа, изученная нами раньше какъ 
теометрическое мьсто точекъ, одинаково удаленныхь отъ фокуса и 
директрисы. ДЪЙствительно, какъ слёдуеть изъ формулы (9), 98 
можеть принимать любое значене въ зависимости оть положешя 
точки Ми, у). Полагая 


ОАь, 


тдЬ № данное напередь число, мы получимь изъ формулы (9’) 
уравнеше относительно начальной системы координатъ геометри- 
ческаго мЪста точекъ М, дьлящихь хорды даннаго направлешя # 
пополамъ, т.е, уравнеше даметра, принятаго за новую ось абсциссъ: 


в ров Ув -- Ел #-- ев уз) ат) 
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Если мы потребуемъ, чтобы ось ординатъ была перпендикуляр- 
на оси абсциссъ, иначе--чтобы параллельныя хорды были перпен- 
дикулярны своему сопряженному даметру, то угловой коэффищентъ 
хордъ & долженъ быть обратенъ по величин и знаку угловому 
коэффищенту даметра т.-в., какъ слфдуеть изъ формулы (6), 


“а. 18 
аа 18) 


При такомь выбор -&—юй, уравнеше кривой, сохраняя требуе- 
мый видъ 


ор, 09) 


будетъ отнесено къ прямоугольной систем координатъ. Начало 
координатъ будеть вершиной параболы, ось абсциссъ осью пара- 
болы, а ось ординатъ касательной въ вершин®. 

Чтобы фактически‘ выполнить преобразоване первоначально 
даннаго уравнемя (1') и привести его къ виду (19), нужно опредЪ- 
лить прежде всего координаты вершины параболы, которая должна 
быть принята за новое начало, потомъ направлене даметровъ па- 
раболы, которое опредъляется формулой (6). 

Координаты вершины должны удовлетворять, во-первыхъ, урав- 
ненно щаметра (17), гАЪ подъ Ё нужно разуибть его значеше (18), 
опредфленное изъ условя перпендикулярности щаметра съ сопря- 
женными хордами, во-вторыхъ, — уравненю кривой (1"). Эти два 
уравненя, изъ которыхъ уравнеще кривой (1') второй степени. въ 
силу условя (2) могутъ быть сведены къ систем двухъ уравненй 
первой степени. ДЪйствительно, уравнеше (1') въ силу условя (2) 
можно представить въ слфдующемъ вид: 


(Узи = + Уз у)? 205 2-Е За увы 0, [о 
а уравневе даметра (17), принимая во ввимаше, что # 2. 


На 
з 
И 4,16, = 9), ВЪ вИиДЪ 


Е 
пиара Ва би ео У в.а 0 


или 


рав ава в 
ааа ов у Пааво 


Чи-- ва “и 7) 
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или, наконець, 


ан.2-- Изв. ур ба, 1 
Узи а У у МА ТЕ узе= 


Изъ уравненй (1) и (17"} слёдуетъ, что координаты искомой 
зершины должны удовлетворять также уравненю 


[о 


ана вы 


ав а ову [в (бтбваа 4) . 1] 


Система уравнешй {17") и (20) и опредфляетъ единственныя и 
конечныя значешя для координать вершины 2, у’ по первоначаль- 
ной системЪ. 

ПослЪ перенесен!я начала въ найден- 
ную вершину (2'у') и поворота осей на 
уголь &, синусъ и косинусь котораго 
опредфляются формулами (6"), мы приве- 
демъ уравнеше параболы къ желаемому 
виду. Параметрь ея опредфляется фор- 
мулой (16), при чемъ въ выражени для 


х 
у = ' 
%,, нужно положить зна 5, а В 


въ силу условя (2) оназывается ревнымъ В; (8). 

Зная положеше вершины параболы, направлен! оси ея и пара- 
метръ, мы можемъ и построить ее (черт, 97)- 

Задача 1. Показать, что 


Е газ _@н@ . 
Узы» Узы аи о 


Задача 2. Показать, исходя изъ формуль (5) и (6%), что 


бв=ы:= 


Фа = (ан рад 8, 


та 
шва. 
Задача 3. Пожазать, что 
ры р, 
Уса (аи вн .эНйь Урон @ц + он)" 


Примфръ. Опредёлить тиръ кривой, данной уравнешемь относительно 
прямоугольной системы координать 


1641-24 29+ 9 —174=-|- 132-34 0 
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в привести есо къ простьишему (канонуческому) виду. 


Рьшен!е. 2) Тилъ кривой. 
во 
пна — в 16.9 — 19 =0 
Кривая имветь нентрь въ безконечности и является такимъ образомъ 
параболой, 
Ъ) Направлен;е главной оси, 


а РЦ 
9 $ 


а 
бе 18; щие 
Я ВС 


<) Координаты вершины параболы, Составляемъ уравнеще да- 
метра, сопряженнаго хордамъ направлен № 


дне ов ав Вале озу ан) 


при данныхь значемяхь коэффищентовъ: 


16 -|- 12у — 37 -- (12 -- Зу -- 66) = 0. 


Полагая = — № -3, получихь уравнешс оси параболы 


Е: 2.3 
162 -- 12—37 ааа-- 9+ 66)—0 
42-- Зу--2=0. Ге 


Коорлинаты исномой вершины удовлетворяють уравненр оси (2) н уравне- 
в\ю параболы (1), которое можно представить въ вид 


(42 -- Зы — 742 1329 -- 334 = 0, [© 
Система уразнени (№) и (2) равнасильна систем 
деи, 


(— 2) — 142-199-884 =0. 
яли системь уравненйй: 
4е-- Зу--2=0, 


— 37-66-1690 =0 


отеюда. 


#=1, у=—8. 
4 Перенесен!е начала координат въ вершину параболы, 
== У у—2; 
Тоба 1—2) 9-74 1)--132у-—2)--384 50, 
162 —- 24жу -- 98 — 90 -[- 120у = 0. {8 
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е) Поворотъ осей на уголь в: 


&[ гева-узта, у|хама-Ру со в. 


3 
5» и формулы преобразо- 


Преобразуемъ помощью ихъ ураввеше (3): 


в ен. М ( = 


с по. ЕО, 


5 


отсюда 
6258 — 37505 =0 или у -= 6х. 


Параметрь параболы р = 


89. Занлючене. Главный результать предыдущаго изсп®до- 
зав!я уравненя второй степени съ двумя текущими координатами 
и преобразованя его привелъь насъ къ заключению, что кривая 
второго порядка можеть быть эллипсомъ, гиперболой, параболой, 
мнимой &ривой или распадаться на пару прямыхъ дфйствительныхъ 
или мнимыхъ или сливающихся въ одну. Мы обнаружили и н%ко- 
торыя обшия свойства ихъ. 

Лин второго порядка суть простфйнИя изъ алгебраиче- 
скихъ кривыхъ. Изучене ихъ составляетъ одну изъ главныхъ 
задачъ элементарныхъ отдфловъ аналитической геометрии, Лини 
третьяго и тмъ болЪе высшихъ порядковъ. имфютъ бопфе слож- 
ную теорно. Изучене ихъ составляетъ спещальную задачу высшихъ 
отдьловъЪ аналитической геометр!и. Но алгебраическими кривыми— 
кривыми различныхь порядновъ не исчерпывается вся совокупность 
кривыхъ линй. Кривыя не алгебраическ!я называются трансцен- 
дентными. Кривыя второго порядка, какъ было уже отмЪчещо 
въ начал этой главы, были изучаемы греческими геометрами, какъ 
получающияся отъ пересфченя различными плоскостями конуса, въ 
основан!и котораго лежитъ кругъ. Поэтому кривыя второго порядка 
и называются также коническими сфчен!ями, но въ сущ- 
ности поняще кривой второго порядка шире понятя коническаго 

ю. 
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сьченя: нельзя попучить въ сЪчеши конуса пары параллельныкъ 
прямыхь и мнимой кривой второго порядка. 


УПРАЖНЕНТЯ, 


1. Дано уравнене кривой второго порядка относительно прямоугольной си- 
стемы хоординать: . 
3ай — Вау -- 35 —4и--2=0. 


Опредфлить 1) типь хривой, 2) координаты центра, 8} угловые нозффищенты 
асимптоть, 4} угловые нозффишенты главныхь осей, 5) Составить уравнене 
асимитоть. 6} Преобразовать уравнене кривой, перенеся начало коорданать въ 
центръ кривой и принявъ за оси координать главвыя оси ея. 


ОтвЬты и указаня: 2) 2 == — ь 


З=У—4 и мы 99; Фы= НБУ, № = 
5) 319 —д=—зрУВ-0=0 
и 2015--2=--2-- 199 =0. 
6) Уравнене кривой посл параллельнаго перенесен!я осей: 
Ви Вау о. 


Угловой козффищенть главной оси 


и 
т 2 


Уз 2 5” ЗУ” 


ВН ов; эта = 
Уравнеше относительно осей 


м 
в`и=1, 
гдЪ 


в =5 05+ 0,56, и ву 100,18 


2, Дано уравнене параболы относительно прямоугольной системы коор’ 
динать: 


27—44 3-16 = 


Преобразовать это уравнене, приняв» за оси координать ось параболы я каса- 
тельную въ вершин®. 
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Указаня и отеЁты. Координаты вершины а == 2.8; /= Е 
Угловой козффищенть оси параболы 


Формулы преобразованя при параплельномь перенесении осей и по- 
томъ при поворотЬ осей 


аа 2,8; Ура в = | 228, хе, 


Уравненй посл® параллельнаго перенесеня осей 


д — 41-491 — 04 -ОЛу=о, 


посл поворота осей 


У 
25 


ра 


3. Данъ эллипсъ {или гипербола) уравнещемь 
ми о: 
ое, (ий = ) 


& дв точки на немъ М (и, 


и поназать, что ея угтовой козффишенть равенъ — —. 1-2, | для гинерб, 


” 
Е. . Ъ) Боли точка № сливается съ тозкою М, то съкущая МУ 


‘обращается въ касательную къ эллипсу въ точкь М. Показать, что угловой ко- 


Бы а 
эффишеять касательной равень — 51, | для гиперболы 23“! | и что уравнене 
а. “я 


касательной может» быть приведено къ виду 


ал 
1 [== гиперболы "И 1 
С 


ит У 
а + ы 


<) Опредьлить разстояшя фокусов оть касательной. Показать, что эти 
разстояв(я пропоршональны радтусамъ- векторамъ, проведеннымъ изъ фову- 
совЪ в точку прикосновешя М. ) Вывести отсюда предложене, что наса- 
тельная одинаково накловена къ радусамъ-вскторамъ, проведенвымъ въ точку 
прикосновеня, е} Показать, что точка, симметричная съ однимъ фокусомъ 
относительно касательной, отстоить оть другого фокуса ка разстояни, ра’ 
номъ большой оби эллипса Эа [для гиперболы — дйствительной оби 24], а 
прямая, ихъ соединяющая, проходить черозъ точку прикосновеня М. Показать, 
что точки, симметричныя кь одному фокусу относительно различныхь 

10* 
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касательныть, лежать на кругб съ центромъ въ другом фонус и раду- 
сомь, равнымтъ 24 (нругь этотъ называется управляющим). 1) Показать, 
что основан перпендикуляра, олущеннаго изъ фоуса на касательную, отстоитъ 
оть центра эллипса [соотв. гиперболы] на разстоян!и, равном 4 и пежитъ, 
следовательно, на описанномь круг [для гиперболы — на иругЬ, описанномъ 
на АБАстььтельной ся оси, какъ на маметрЁ]. &) Провести касательную нъ 
эллилсу [къ гицербол] въ данной на немъ точи. Провести касательныя 
иъ эллипсу [къ гипербол®] изъ точки, лежащей ннё эллилса [или гиперболы]. 
Провести касательную въ эллипсу [къ гиперболь] параллельно данному напрё- 
вленйо [при этихъ построещяхь можно воспользоваться или управляющимь хру- 
томъ (е) или кругомъ описанным (+). В) Какимъ соотношешемь связаны угло- 
вые козффишенты двухъ сопряженныхъ д!аметровъ эллипса? Отв. Из = _м. 
1} Называя точки эллипса н описаннаго круга при одинаковой абсциссь соот- 
вАтственными, показать, что сопряженнымъ даметрамъ зллилса соотвфтствують 
перпендикулярные шаметры круга. )) Называя угопъ наклона радфуса описан- 
наго круга къ большой оси эллипса черезъ ф, доказать, что 47 — 8 2057 4 -|- 5 5 
и риа сойф, а отсюда аа а--м и оБянонаь 
тдЪ а’ полущаметрь эллипса, соотвфтотвующЕ взятому радусу описаннаго 
круга, $’— эму сопряженный полумаметрь, а «— уголь между этими сопря- 
женными полудаметрами, 


4. Дана парабола уравнешемь 


ра ара 

я де точки на ней (ар у) и (а, 9). 8) Составить уравнеще прямой ЛУ 

и показать, что ея угловой коэффищенть = _ 2__. Ъ) Если точна М спи- 
и 


вается съ точкой М, то съкущая МУ обращается въ касательную параболы въ 
точкь М. Показать, что угловой козффищенть касательной равенъ р:у1 и что. 
‘уравнеще касательной можеть быть приведено къ виду 


ил =р@- =). 


©) Показать, что касательная пересфкаеть ось абсцисс въ точкЪ, отстояшей отъ. 
вершины параболы въ отрицательномь направлен на разстоян!и, равномъ по аб- 
солютной величин абоцисс® точки прикосновения, иначе--проехшя на ось ла- 
раболы длины иавдтельной сть точки прикосновеня до точки пересфчены съ 
осью параболы двлится въ вершинь параболы пополамь, 4) Показать, что каса- 
тельная одинаково наклонена къ оси параболы и ралусу-вентору, проведенному 
изъ фокуса въ точку прикосновеныя, @) Показать, что основавя перпендикуля- 
ровъ, опущенныхь изъ фокуса ва разпичныя касательныя параболы, лежать на 
касательной въ верщинф (1-е. на оси ординать), & точки, синметричныя къ. 
фокусу относительно насательныхь, лежать на диралтрись параболы. 


5. Дана гипербола уравнешемь 
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и 1 


Уравневе касательной въ точкё (а, у): 1 у 
а 


Уравнеше одной 


уравнеше пары — асимитоть 


‘аенмптоты у-ва другой у 


К 
8 


у 2—0. Для отыскашя точекъ пересфчешя пасательной съ парой 


, Е? 
„асимптоть нужно РЫшить совмёстно ‘уравневе насательной 2 — 
Е 


; 52 
уравнеме пары аониптоть \— 1,08 0. 8) Исилючивъ у нъь этихь урав- 
ненй, показать, что абсцяссы 2 и =" двухъ искомыхь точекъ пересфченя опре- 
дёляются изъ квадратнаго уравнешя 


22-1 =0, 


з ноключивъ д, показать, что ординаты у’ у" опредёляются изъ нездратнаго 
‘уравненя 
и — ну =0. 


В) Показать, что абсциеса точки прикосновения 2; равна полусумнЪ абецисоь 
аи" 
р 


и =” точенъ пересёчен/я хасательной съ парой асимптоть: х; = 


(. точно также =). Исходя отеюла, доказать, что отрёзокъ касатель- 


ной гиперболы, заключенный между асимптотами, дфлится въ точк® прикосно- 
звеня пополамъ. 


ъ р В п 
©) Исходя изъ равенотвь Уи и у" од" и ивапратныхь урав- 


ен, опредфляющихь д” и уу": — Эри -- а = и — Зи у-- М0, 
доказать, что касательная гиперболы отсфаеть оть асимптотическаго угла 
треугольникъ постоянной плошани, равной 25. 

4) Доказать, что Шаметръ, проведенный въ точку прикосяовеня касатель- 
ной, дьлить хорду, параллельную касательной, пополамъ {стр. 135). е) Доказать, 
зто отрьзки съкущей, заключенные межау гилерболой и асимптотами, равны, и 
вывести отсюда способъ построеня сколькихъ угодно точекь гиперболы, если 
даны асимптоты и одна точка гиперболы . 
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ГЛАВА У!. 
ПОЛЯРНЫЯ КООРДИНАТЫ. 


$1. Основная мысль координатнаго опредфленя положейя точки: 
на плоскости. При установлени прямоугольной или косоугольной си- 
стемы координатъ мы брали на плоскости рядъ параллельныхъ пря- 
мыхь и положенше каждой изъ этихъ прямыхт относительно одной 
изъ нихъ, принятой за начальную (ось абсциссъ), опредфляли чис- 
ломъ у, которое является ординатой каждой точки выдьленной пря- 
мой. Такимъ образомъ всЪ параллельныя прямыя этого рода зану- 
мерованы различными значешямй у: каждая прямая имфетъ опре- 
дьленную числовую отмЪфтку, каковою является соотвЪтствующее 
значеше у. Такова была исходная точка зрЬн при рфшени задачи 
опредфленя положешя точки на ппосцрсти. Числомъ х или абсцис- 
сою опредфлялось смыщен!е точки на выдфленной прямой—смьщеше 
отъ начальной точки, лежащей‘на оси ординатъ. Разсматривая одно- 
временно на различныхъ прямыхъ параллельнаго ряда точки, имфю- 
ия одну и ту же абсциссу, не трудно замфтить, что онф лежатъ на 
одной прямой, параллельной оси ординатъ; а различными значеня- 
ми абециссы выдьляется рядъ такихъ прямыхъ, параллельныхъ ме- 
жду собою: Каждая прямая этого новаго ряда имфетъ опредЬленную 
числовую отмЬтку, каковою является соотвфтствующее значене х. 


Такимъ образомъ на плоскости мы имфемъ два ряда параллель- 
ныхъ занумерованныхь прямыхъ (черт. 98). Черезъ каждую точку 
плоскости проходить по одной прямой изъ каждаго ряда; числовыя 
отифтки х, у этихъ лин и служатъ координатами — прямоли- 
нейными координатами—этой точки. 


Но можно было бы для рёшен!я той же задачи— задачи опред®- 
леня положены точки на плоскости помощью чисель-—вмфсто па- 
раллельныхь прямыхъ взять два какихъ бы то ни было ряда 
лин даже н кривыхъ, обладающихь тьмъ свойствомъ, что черезъ. 
каждую точку плоскости проходить одна лишя каждаго ряда. 
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{черт. 99). Если лини каждаго ряда какимъ-либо способомъ зануме- 
рованы, т. е, снабжены числовыми отмётками (число — патегие), 
то каждой точкф плоскости соотвфтствуютъ двф числовыхъ отмфткн 
двухь проходнщихь черезъь нее линш. Эти числовыя отмтки и 
будутъ координатами—вЪ общемъ случаЪ криволинейными коорди- 
натами--выдьленной точки. 

Такова основная мысль установлешя какой бы то ни было си- 
стемы координатъ на плоскости или даже на какой-пибо поверхности. 


ориоам | заззх 

| чу; 

, 

з 

: 

4 

з 

+ У 
Черт, 98. 


Любая географическая карта представляеть примЪръ такого ко- 
ординатнаго опредфлешя ноложеня точки. Здфсь имфется два ряда 
лин; рядъ меридановъ, занумерованныхь числовыми отмыЪфтками, 
называемыхь долготами, и рядъ параллелей, занумерованныхь чи- 
словыми отмфтками, называемыхъ широтами. Широтою-и долготою 
опредъляется положене каждаго географическаго пункта взятой 
карты. Но при этомъ слЪдуеть замфтить, что нфхоторыя точки на 
плоскости могутъ занимать исключительное въ отношен!и уста- 
новленной системы координать положеше. Танъ, если всЪ лини 
одного ряда, устанавливающаго систему координатъ, проходят 
черезъ одну точку, то эта точка имфетъ соотвЪтствующую коорки- 
нату неопредъленной. СЪверный и южный полюсы, черезъ которые 
проходятъ всЬ мериманы, имъютъ неопредфленную долготу. 

Изъ криволинейныхъ коорцинатъ чаще всего пользуются такъ 
называемыми полярными координатами. 


82. Полярная система квординать. Для координатнаго опре- 
дЬлешя положешя точки на плоскости’ возьмемь рядъ концентри- 
ческихь круговъ и рядъ икъ радусовъ, продолженныхъ безгранично, 
иначе-пучекъ лучей, выходящихъ изъ общаго центра О кру- 
говъ (черт. 100). Каждому кругу можно приписать числовую отмЪт- 
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ку т, выражающую величину его ращуса, измфреннаго принятой еди- 
ницей мЬры. Положеше каждаго луча въ пучкЬ, если выберемъ 
одинъ изъ нихъ Ох за начальный, можно опредфлить угломъ ф — 
угловымъ смьщешемъ этого луча отъ начальнаго. Если установить 
положительное направлене углового смфщеня луча отъ началь- 
наго, напр. противъ движеня часовой стрёлки, то каждому углу 
будеть соотвфтствовать единственный лучъ пучка. Такимъ обра- 
зомъ, оба ряда лишй — рядъ концентрическихь круговъ и пучекъ 
лучей, исходящихъ изъ общаго ихъ центра — теперь занумерованы 
соотвтетвующими значемями чисепъ 
гиф. Черезъ каждую точку Р плоско- 
сти проходить одинъ круг разсма- 
триваемаго ряда иодинъ лучъ пучка, 
если взятая точка не совпадаеть съ 
общимъ центромъ круговъ. Числовыя 
отмьтки ги ф этихь двухь лини, 
проходящихъ черезъ точку Р, и на- 
зываются полярными коорди- 
. натами этой точки; г называется 

Черт. 100. рад1усомтъ-векторомъ точки Р,а 
ф—полярнымъ угломъ или амплитудою ея. Общ центръ 


круговъ О называется полюсомъ разсматриваемой системы коор- 
динатъ, а начальный лучъ Ох--полярною осью. Радусъ-векторъ » 
означаеть разстояше точки Р до полюса, а ф—уголъ наклона этого 
радуса къ полярной оси. 

При опредфлеши положешя точки на плосности достаточно счи- 
тать рамусъ-векторъ положительной величиной: О%у< с, а ам- 
плитуду ф— заключенной въ интерваль отЪ 0 до 2л, исключая 2я, 
или оть —л до --л, исключая одну изъ этикь границъ: 


—я«уз-я или — 5х и 


Каждой точкЬ плоскости въ такомъ случаб будеть соотвьтствовать 
одно значене рад1уса-вектора г и одно, если точна не совпадаеть 
съ полюсомъ, значеше амплитуды ф. 

При изучеши уравнешй, связывающихь хи ф, приходится раз- 
сматривать и неограниченны я измьненя полярныхь коорди- 
натъ. Въ такомъ случаь при положительном = каждой "точиЪ пло- 
скости соотвётствуетъ безчисленное множество амплиТУдъ, отличаю- 
щихся одна отъ другой на цфлое число полиыхъ оборотовт, т.-в. 
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на Эх, гдь #— какое-нибудь цълое число. Ращусъ-векторъ, если онъ 
имъетъ положительную величину, откладывается на второй сторонь 
полярнаго угла, отложеннаго отъ полярной оси (черт. 101), если же г— 
отрицательная величина, то на продолжен!и этой стороны (черт. 102) — 
построеше, подобное построено пливши секанса или косеканса въ 
тригонометрии, 

Для полюса О радусъ-векторъ равенъ нулю, а амплитуда не- 
опредфленна. 

Преобразован!е декартовыхъ координат въ по- 
лярныя. Примемъ. полярную ось за ось абсциссъ, а перпендику- 


Черт. 101. Черт. 103. 


ляръ нъ ней, возставленный изъ полюса—за ось ординатъ, Можно 
составить формулы преобразован декартовыхъ координатъ аъ по- 
лярныя и обратно. . 

Пусть полярныя координаты какой-нибудь точки Р (черт. 103) 
будуть хи ф, а прямоугольныя жи и: 


оРЕ», «Ору; ОБ-а, ВРУ. 


Изъ прямоугольнаго треугольника ОР,Р имфемъ 


ОР, = ОР.свф и ВР=ОР.зтф, 
или 


ата, утв. [О 


Черт. 108. 


Изъ того же треугольника ОР,Р или изъ формулъ (1) получаемъ 
и выраженя для полярныхъ координать черезъ декартовы: 


= В.Р 
ОР-Уб- ВР *# ОБ, 


или 


т=Уа-и н 
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Рьшая послЬднее уравиеше относительно ф, будем имфть 


У иж и Ф ат. ® 


Равенства {1) и {2) являются формулами преобразован я полярныхъ 
координать въ прямоугольныя и обратно. 

Пользуясь этими формулами, можно уравнене, связывающее по- 
лярныя координаты, преобразовать въ уравнеше въ прямоугольныхъ 
координатахъ и обратно. При изучеши кривыяъ лин такой пере- 
ходъ оть одного вида ихъ уравненй къ другому можетъ оказаться 
полезнымъ илн потому, что такимъ образомъ можно обнаружить 
общия свойства различныхъ кривыхъ, или потому, что уравненя 
одного вида будуть проще уравнен!й другого вида. 


$3. Полярное уравненге эллипса, гиперболы и параболы. Примемъ 
фонусь эллипса, гиперболы или параболы за полюсъ полярной си- 
стемы коорлинатъ и ось кривой въ напра- 
влеши къ ближайшей ея зершинф--за по- 
лярную ось (черт. 104). Координаты какой- 
нибудь точки М разсматриваемой кривой 
пусть будуть ги ф: 


х 
ИМ=х, АВИ=У. ® 


Пусть РР’ — директриса этой кривой. 
Отношене разстоян!й любой точки эллипса, 
гиперболы или параболы до фокуса и до соотвфтствующей дирек- 
трисы постоянно и равно эксцентрицитету кривой: . 


Черт. 104. 


вм _ „ 


МЬ-е. № мЬ в 


гдЪ е— эксцентрицитеть кривой. МР Ы— разстояше точки М до 
директрисы — можно выразить черезъ нЪкоторыя постоянныя и 
уголь ф. Обозначим черезъь р периендикулярь ЁМ, возставлен- 
ный изъ фокуса Е къ полярной оси до встрёчи съ кривой. Такъ 
какъ точка № лежить на кривой, то и для этой точки. имфетъ 
мЪсто такое же соотношеве, какъ и для точки №: 


ЕМ 2 
Ав=° № Е 


—е 
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Отсюда опредфляемъ разстояше МЕ точки № до директрисы, ина- 
че--разстояше фокуса до директрисы: 


р о: 8) 
5, ин 19=Е 
Но 

ИР- М4 - 29-Е, 


а изъ треугольника РМ, М имфемъ 


ЕМ, - гв; 


слфдовательно, 
МР 


конф ® 


Такимъ образомъ, равенство (4) можно написать въ слЪдующемъ 
видЪ 


р гесвф 
Рио 
откуда 
т гесф = р, или #11 60084) Эр 
и наконец 


р „= 
7= Тех ^ © 


Уравнен!е (7) есть полярное уразнеше эллипса, если е<5 1, — ги- 
перболы, если е>>1 и параболы, если е=1; р называется пара- 
метромъ кривой. Параметрь р входитъ въ уравнеше параболы и 
въ прямоугольныхъ координатахъ, Для эллипса и гиперболы р мож- 
но опредьлить, зная оси зэтихъ кривыхъ и принявъ во внимаше, 
что декартовы координаты точки № будуть с и р, 

Въ самомь ДЬЛЬ въ случаф эллипса имфемъ 


зи ——_ 
1 ли уу. 


Подставляя въ это уравнене координаты точки № (с, 2), попу- 
чимъ 
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Но аз —#й =. Сльдовательно, 


® 


Въ случаЪ гиперболы имфемъ 


п у 
эта- 


ви уу. 


Подставляя въ это уравнеше координаты точки № (е, р), получимъ 


Г 
уе. 
в-вуяя 


—82. Слёдовательно, и для гиперболы 


Но для гиперболы с? — 


8 4. Спирали. Полярныя координаты особенно удобны при изу- 
чени кривыхъ лин, называемыхь спиралями. Уравненя спиралей 
эъ полярныхь координатахь гораздо проще, чфмъ въ прямоуголь- 
выхъ. 

1. Спираль Архимеда описывается точкой, движущейся 
равном Брно по прямой, которая въ свою очередь равномЪр- 
но вращается вокругъ одной своей точки. Принимая эту послЪднюю 
за полюсъ полярной системы координатъ, мы заключаемъ изъ пре- 
дыдущаго опредфлены, что радусъ-векторъ движущейся точки м®- 
няется пропоршюнально амплитудЬ ея и, стапо быть, уравнен!е спи- 
фали Архимеда въ полярныхъ координатахъ имфетъ видъ 


т=а$, и 


тдЬ в постоянный множитель, иначе—факторъ пропорщшональности. 
Примфняя формулы преобразован/я полярныхь координать въ 

декартовы, получимъ изъ уравненя (1} болЪе сложное уравнеше 

„архимедовой спирали въ прямоугольныхь координатахъ: 


УЕ в.а У. 


Давая въ уравнении (1) различныя значешя амплитуд ф и вычи- 
<ляя соотвтствующя значея радуса-вектора +, можно построить 
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рядъ точекъ архимедовой спирали (черт. 105}. Такъ для значенй 
амплитуды 


пя тп 
50, 1, 1, 2”,.... 
будемъ имвть 
=0, 27, 7, ол, 9, зал 
7—0, 1, зна, 5, ..... 


Если брать и отрицательныя значевя для $, то получимъь и 
для т отрицательныя аначенйя и, слдо- 
вательно, при построеми соотвфтствую- 
щихь точекъ спирали пришабсь бы 
откладывать радгусъ-векторъ на продол- 
жен{и стороны полярнаго угла. При уве- 
личени амплитуды ф на2л радусъ-век- 
торъ увеличивается, хакъ сльдуеть изъ 
уравнемя спирали, на постоянную вели- 
чину 2ла. Поэтому спираль отмфчаеть 
на любой прямой, выходящей изъ полю- 
са, одинаковые между собою отрЬзки, равные 2ла. 


Черт. 105. 


2. Гиперболическая спираль опредфляется уравненемъ 


Такъ какь ”==-, то по мЪрЬ увеличешя амплитуды ф ражмусъ- 
векторъ г безгранично уменьшается. 
Кривая, завертываясь около начала 
координатъ, асимптотически 
приближается къ этой точкЪ (черт. 
106), т.-е., безгранично приближаясь, 
никогда не достигаеть этой точки. 
КромЪф того, ордината точки кривой 


У=измф (черт. 103), а =: 


зтф 
Ф 
Слъдовательно, у «Са, т.-е. спираль расположена ниже прямой, парал- 
лельной оси абсцисеъ и отстоящей отъ нея на разстоян]и, рав- 
номъ а. Если амплитуда ф, уменьшаясь, стремится къ нулю, то раз- 


‚Но 1. 
Ф 


поэтому уд 
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ница между синусомъ и дугой становится все меньше и меньше и 
. 8т 
вт 7 
Ф=0 
У=а асимптотически. 


—=!*). Сльдовательно, спираль приближается къ прямой 


При отрицательныхь значещяхъ амплитуды и радусъ - векторъ 
отрицателенъ: соотвЪтствующая эЪфтвь кривой имфеть такой же 
видЪ, какъ и первая вЪфтвь, но расположена симметрично съ первой 
относительно оси ординатъ. 


3. Погариемическая спираль опредфляется уравнешемъ 


а? 


ть а- постоянное положительное число **). Амплитуда Ф 
является логариемомъ радЁуса-вектора при основани а: ф== до". 
Если амплитуда  получаетъ 
рядъ значен!й, составляющихъ 
ариеметическую прогрессю, то 
радусъ-векторъ  принимаетъ 
рядъ значен!Й, составляющих 
геометрическую прогресстю: 


$=0, 9 24 39 491... 


‚ть т 18, т. 


Отсюда и слдуетъ способъ 
построешя сколькихъ угодно 
точекъ спирали.Строимъ рядъ 


Черт, 107, подобныхь — треугольников 
(черт. 107): 
А ОАВ-— Л ОВС — Л ОСЬ... 
Если 
04=1 и ов=» 
то 


о6=м, ов=н.... 


Если ф принимаетъ отрицательныя значеня 


— 96 — 29 — 3$, — 49 ..., 


*) Поель, при пругонъ случаф, это равенство будеть доказано. 
**) Для черт. 107 а>1. 
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то построене зигзагообразной лиши АБОР... нужно продолжить 
въ сторону начала ‘координатъ. Полученныя величины‘ рад1усояъ- 
векторовъ переносятся на соотвфтствуюцИя направиеня. 

Логариемическая спираль такъ же, какъ и гиперболическая, при- 
ближается къ началу координать асимптотически: 


вт ле т а 
в” фе 


Ф 


Логариемическая спираль обладаеть слёдующимъ замфчатель- 
нымъ свойствомъ. Если увеличить или уменьшить радЁусы-векторы 
всфхъ точекъ спирали въ одномъ и томъ же отношени, то полу- 
чимъ другую кривую, подобную первой, и эта новая кривая, если 
ее повернуть ‘на соотвфтствующ уголъ, совпадетъ съ первой, 
будеть тою же самой, что и первая, Въ самомъ дьлЪ, обозначимъ 
ращусы-векторы такой кривой ‘через. В. По усповю 


в=», 


тдЪ Г постоянный факторъ пропорщональности, Но "=; сль- 
довательно, 


Вы, 
Всегда можно подобрать такое число @, чтобы 
в =Р. 
Дьйствительно рышая это уравнеше относительно а, находимъ 


в Я. 
одна 


Такимъ образомъ имфемъ: 


т.-е. ращусъ-векторъ В новой кривой, соотвфтствуюшИй амплитудь ф, 
имфетъ ту же величину. что и ращусъ-векторъ начальной спирали 
при амплитудь равной ф-- а и потому, если повернуть начальную 
спираль на уголъ а (по часовой стрылкЬ при и положительномъ), то 
спираль въ этомъ новомъ положени совпадаетъ со второй. Пово- 
рачиваясь около полюса, она становится себф подобной; измЪненная 
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подобно, она лишь поворачивается на нфкоторый уголъ, не измёняя. 
своего вида. И при многихъ другихъ преобразованяхъ погариеми- 
ческая спираль не измфняетъ своего вида—-измфненная возста- 
новляется тою же самою. 

Пораженный этими свойствами логариемической спирапи, Яковъ 
Бернулли (1692) смотрлъ на эту зрнаш пинает, какъ на пре- 
красную эмблему, которою желалъ бы украсить свой могильный 
памятникъ: фещег зриат Напс татиЮ тео }иБегет 1леКН сит ер!- 
дтарЬо: Еафет пциаа гезигоо. 


УПРАЖНЕНТЯ. 


1. Вывести формулу разстояшя между двумя точками по даннымъ поляр- 
ным координатамъ их» нелосредственно изъ чертежа, или преобразовывая 
формулу разстоян!я въ декартовыхъ координатахъ. 


Ота. ВУ ЕВ 60а — 4. 


2. Составить уравнене прямой въ полярнытъ коорлинатахь непосредственно 
изъ чертежа, или преобразовывая нормальное ея уравнеше. 


Отв. те (рп) = р. 


3. Вычислить площадь треугольника .4 (#1, 91), В (т, › С (11,99. 

4. Составить полярное уравнен:в круга радуса Д, а) принявъ за полюсъ 
центрь чруга; Ь) приняеъ за лолюсъ какую-нибудь точку круга, а за полярную 
ось даметръ круга. 

5. Составить полярное уравнен4е круга радуса съ центромъ въ точкь (п, 4). 

6. Построить кривую, данную полярнымъ уравнещемь 


уно. 


а) Показать, что кругь съ центромь въ полюс и рамусомъ равнымь & 
является асимптотическимь, т.е. пфивая при безграничномъ’ увеличени по 
абсолютной величин угла ф стремится слиться съ этимъ кругомъ, но никогда 
не достигая такого спян}я, Б) Показать, что кривая ныфеть асимптоту, парал- 
ельную полярной оси и отстояшую отъ нея на разстоявши, равномъ а, иначе— 
что ордината точки кривой при безграничномь уменьшени абсолютной вели- 
чины ф стремится къ предёлу $. 


ГЛАВА УП. 
МЕТОДЪ КООРДИНАТЬ ВЬ ПРОСТРАНСТВЪ. 


$ 1. Прямоугольная система координать въ пространств, Изсльдо- 
заще свойствъ геометрическихь образовъ, не умьщающихся на пло- 
скости, помощью вычислен!я составляетъ вторую часть анали- 
тической геометри—геометр:ю въ пространствЪ. 

Подобно тому, какъ въ аналитической геометри на плоскости 
Н здёсь первый вопросъ, подлежаш!й разръшен:ю, есть вопросъ объ 
опредфлен!и помощью чиселъ положены точки въ пространствь, ибо 
всяюй геометрическй образъ вполнЪ опредЪфляется положенемъ 
точекъ, его составляющихъ. 

Мы видфли, что ка плоскости положене точки вполнь опредь- 
ляется двумя координатами—двумя числами. Здесь двухъ чисель 
уже недостаточно. Въ самомъ дфлЪ, представимъ себф рядъ парал- 
лельныхъ плоскостей (ср. стр. 23), одну изъ которыхъ мы будемъ 
считать за начальную. Тогда по- 
ложенше всякой точки будетъ 
вполнЪ опредфлено, если мы мо- 
жемъ указать, на которой изъ 
этихъ плоскостей точка нахо- 
дится, и гдЪ на этой плоскости. 
Но. положеше плоскости опредЪ- 
ляется ея разстоящемъ отъ на- 
чальной плоскости однимъ чи- 
сломъ,—а положене точки на 
самой плоскости, какъ мы уже 
знаемъ— двумя числами; слфдовательно. для опредъленя попоженя 


Черт. 108. 


точки въ пространствЪ необходимо три числа —три координаты. 
Опредьлимь систему координать такимъ образомъ. Имфемъ на- 
зальную плосность А (черт. 108) и въ нёй прямоугольныя оси ко- 
ординать 0х и Оу. Пусть эта плоскость перемфщается параллель- 
но самой себъ такъ, чтобы лиши Ох и Оу описали плоскости 
и 
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Вин С, перпендикулярныя къ начальной плоскости. Пин пере- 
съчены плоскостей В и С назовемъ осью 02. 

Черезъ каждую точну пространства проходить одна изъ парал- 

лельныхъ плоскостей. Положене разсматризаемой точки въ этой 
плоскости опредфляется смёщешемъ ея оть осей координатъ въ 
этой плоскости. Эти смьшеня будутъ въ то же время и смыще- 
ями точки Р отъ плоскостей В и С. Присоединяя еще сыфще- 
не точки отъ ‘начальной плоскости А, мы впоянё опредфлимъ по- 
ложеше точки въ пространств этими смёщенями или разстоян!я- 
ми ея отъ каждой изъ трехъ плоскостей А, В и (С, Числа, измЪ- 
ряющ{я эти разстоявя въ одной и той же единицв мёры, мы бу- 
демъ называть координатами данной точки; плоскости А, Ви С 
будемъ называть поэтому координатными плоскостями, ливи ихъ. 
пересёченя Ох, ду и Оз—осями координатъ, а общую точку 
О пересъченя—началомъ координатъ. 
. Координату, измфряющую смФщене данной точки отъ плоско- 
сти С или плоскости УОх направо или налЪво, будемъ обозначать, 
буквою хи называть абециссой; точно такъ же координату, изыЪ- 
ряющую сиъщене точки отъ плоскости В или # Ох впередъ или назадъ, 
будемъ обозначать буквою у и называть ординатой, и, наконецъ, 
координату, изизряющую смыщене точки отъ плоскости 2Оу вверхъ 
или внизъ, обозначимъ черезъ 2 и назовемь аппликатой *) этой 
точки. 

Смьщеня точки отъ плоскостей координать измъряются въ на; 
правлешяхь соотвЪтствующихь осей координатъ. Поэтому на коор- 
динаты точки Аз, у, & можно смотрть, какъ на чисиа, изиБряю- 
щя звенья ломаной пини ОД, А,А (черт. 111), параллельныя осямъ 
координатъ и ведущыя изъ начала координатъ въ разсматриваемую 
точку 4. При томъ эти смыщен!я усповимся считать положитель- 
ными въ одномъ направлеши и отрицательными въ обратномъ, 
именно —абсциссу 2 будемъ считать положительной, если она от- 
кладывается направо отъ начала координатъ, и отрицательной, если 
откладывается налфво; ординату у— положительной, если она отло- 
жена впередъ, и отрицательной —еспи отложена назадъ, и, нако- 
нецъ, аппликату #х положительной при направлении вверхъ и отри- 
цательной при направлен внизъ. 

Плоскости координатъ, будучи продолжены во всЪ сторены, дЪ- 
лять пространство на восемь частей —на восемь октантовъ, — образуя. 


*) Терминъ „аппликата“ не вошелъ еще въ общее употреблеще, 
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восемь трехтранныхъ угловъ (черт. 109), Каждый изъ октантовъ харак- 
теризуется опредфленной комбинашей знаковъ координатъ для то- 
чекъ, лежащихь въ этомъ октантЪ. Октантъ, для котораго всё три 
координаты положительны, называется нормальнымъ. 
Разсмотрьнная система координатъ называется прямоугольной, 
такъ какъ угпы между плоскостями— прямые; въ болье общемъ слу- 
чаф эти углы можно предполагать не прямыми, а какими угодно. 
Но мы во всемъ послёдующемъ будемъ пользоваться только прямо- 
угольной системой координатъ. Въ дальнёишемъ мы не будемъ вы- 
черчивать плоскостей координатъ, а только одн® оси координатъ 
(черт. 110). При этомъ полезно имёть зЪъ виду при изображения 


Черт. 109, Черт. 110. 


пространственныхъ образовъ на плоскости нфкоторыя положеня 
начертательной геометрии *). 

Изображене пространственнаго образа на плосности есть про- 
екц!я этого образа на эту плоскость. Если всЪ проектирующе 
лучи выходятъ изъ одной точки, то проекщя будеть центральной, 
а изображене— художественной перспективой. Если проектирую- 
ще лучи параллельны какому-либо данному напередъ напразлен!ю, то 
проекщя называется параллельной. Параллельная проекщя мо- 
жетъ быть ортогональной или косоугольной. При параллельной 
проекщи параллельныя прямыя въ натурь и изображаются парал- 
плельными, параллелограммъ—параллелограммомъ, квадратъ, вообще 
товоря, параллепограммомъ, кругъ, вписанный въ квадрать—эллип- 
сомъ, вписаннымъ въ соотвЪтствующ параллелограммъ, перпен- 
Дикулярные маметры круга сопряженными щаметрами эллипса, 
Если изображаемый пространственный образъ отнесенъ къ какой- 


*) Предметомь начертательной геометр! и является изображеше 
пространствениыхь форм на плоскости и изучеще ихъ лотакамъ 
плоским ихъ изображешямъ. 

и* 
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нибудь системь осей, то вмфсто того, чтобы выбирать для устано- 
вленя параллельной проекши направлеше проектирующихъ лучей, 
можно произвольно изобразить оси координатъ тремя какими- 
нибудь различными прямыми, выходящими изъ одной точки, и про- 
извольно для каждой изъ этихъ осей выбрать свою единицу 
мЬры. Этими единицами соотвфтственно и измфряются отрЪзки, про- 
веденные въ направлен осей коорлинатъ. Единицамъ мфры 
для каждой изъ осей координатъ на чертежф соот- 
вЪътствуютъ въ натур$ отрзки одинаковой длины *). 
Построеще по этому правилу называется аксонометрическимъ, 
а теор, устанавливающая его, аксонометртей. 

Этими построенями мы и будемъ пользоваться. Въ большинств® 
случаевъ будемъ вычерчивать оси 0% и 02 подъ прямымъ угломъ, 
а ось Оу какъ-нибудь къ нимъ наклоненною, и выбирать единицы 
мёры на осяхъ Ох и 02 одинаковыми, а на оси Оу какой-нибудь 
иною. 


Зашача 1. Опредёлить положеше точки по ланнымь коорлинатамъ: 


ди у=Ь и 


в. 


Рьшенте. Наоси Ох откладываемъ отрьзокъ ОЛу, равный а **) единицам 
длины (черт. 111); изъ точки А: проводимь линво А;Аз ‘параллельную оси 
Оу и равную $ единицамъ длины, и, на- 
монець, изъ точни Аз--линш, парал- 
лельную оси Оз, на которой откладываемт 
АА =е. Точка А и будеть искомая. 

Результать быль бы тоть же, если 
бы звенья ломаной (0, В, с) были постро- 
ены въ другомъ наномъ-нибудь порядкф, 
напр. снёчала по оси # отложить отрЪ- 
зокъ, равный в, потомь изъ нонечной 
точки его провестя въ плоскости у0л ли- 
ню, параллельную оси у и равную В и, 
наконець, изъ конечной точки этой ли- 
ни возставить перпендикулярь нъ пло. 
Черт. 1. скости у0г, равный а; мы попадемъ опять 

въ ту же точку 4. 


Задача 2. По данному положению точки А опредфлить ея координаты. 
Рьшенте. Пусть точка 4 (черт. 111) дана, Опуснаемъ изъ нея перпендику- 


*) Это положение составляеть содержазе такъ называемой теоремы 
Польке. 

**) Если п—число отрицательное, то ОЛ1 придется отложить не вправо, кант 
ка чертежь, а эльво, ` 
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ляръ на плоскость 2Оу до пересёчешя съ этой плоскостью, и изъ основаня 
Аз ® этого перпендикуляра проаовямъ лин АзЛ., параллельную оси Оу, до 
пересфченя съ осью Ох; тогда 


тд в — единица ифры, Здфсь опять порядонъ, въ которомъ можно производить 
это построеве, остается произвольным», 


8 2, Разстояне между двумя точками. Даны двЪ точки своими коор- 

°` динатами А, у, 2) и Ве» у,» в); 
требуется опредфлить разстояне ме- 
жду этими точками (черт, 112). ^По- 
строимъ координаты данныхъ точекъ: 


Од, ААУ, АА а: 
бВ= зщ, ВВ, ВВ-ы. 


Пины А.А и В,В, будучи перпен- 
дикулярными къ плоскости 20у, па- 


раллельны между собой и лежать въ одной плосмости. Поэтому, 
проведя линю АР параллельно прямой А,В,, получимъ прямоуголь- 
ный треугольникь АРД, изъ котораго имфемъ 


дв =\У АР РЕ». 
Но 


АР= 4а6,, а Ау = У в, и, 


хакъ разстояше на плоскости 2Оу между точками А,(ж, у) и 
В,(в,, у,); кромЪ того, по самому побтроеню РВ ==, —#;; слёдо- 
вательно, 


2 и и: ай. @) 


Эта формула вполв® аналогична соотаьтствующей формуль въ гео- 
метри на плоскости, 

Мы вывели эту формулу для точекъ въ нормальномъ октант®, 
но легко доказать ея общность для точекъ, какъ угодно въ про- 


*) Въ натур точка А, вполнф опредьленная точка, на чертежь можеть 
быть выбрана произвольно, ибо однимь изображещемь А положеще этой 
точки въ пространств еше не опредёлено, 
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<транствЪ распопоженныхъ. Мы не будемъ останавливаться на этомъ 
показательствЪ, такъ какъ оно вполнЪ аналогичио доказательству 
при обобщени формулы для разстояня двухъ точекъ въ геометрии 
на плоскости (стр. 24, 25). 

Какъ слфистве изъ формулы (1) вытёкаетъ формула разстояня 
Е точки (х, У, #) отъ начала координатъ 


в=уяту-я. @) 


Примфчану е. Всли мы въ этой формулЪ &, уих будемъ считать 
перемнными, то ‘каждая система значенй х, у и я будетъь опредв- 
лять точку, обладающую тФмъ свойствомъ, что ея разстояше до на- 
чала координатъь равно И. Очевидно, тая точки будутъ лежать 
на сферф ралуса Ё съ центромъ въ началь координатъ; и обратно, 
координаты всякой точки сферы должны удовлетворять уравие- 
нНо (2), такъ какъ ея разстоян!е до центра, т.-е. до начала коор- 
динатъ, равно В. Итакъ, уравнене (2) при перемфнныхъ значеняхъ 
я, у, = представляеть сферу и есть уравненте сферы съ центромъ 
въ начапь координатъ. ./ 


8 3. Вычислене координать точки, дфлящей данный отрфзокъ въ 
данномъ отношени, Даны двЪ точки своими координатами 4%, У, 2.) 
и Вх, у, а}; требуется вычиспить координаты точки 4, дЬ- 
лящей отрёзокъь АВ въ отношени ам Е А (черт. 113). Пусть 
2, у, = — координаты точки М. Соединяя звенья (у, #,), (у, 2,) и 
{/ =) поманыхъ, ведущихь изъ 
начала координать въ точки А, 
Ви М, плоскостями, не трудно 
замфтить, что эти плоскости па- 
раллельны плоскости у0»г. Тогда 
на основанйи теоремы: отрзки пря- 
мыхъ лин между параллельными 
плоскостями пропорцональны, им%- 


поэтому 
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„откуда, 
аа 
ПОГА 


„Аналогично получимъ и соотв®тствующия формулы для у и, строя 
въ иномъ порядкЬ звенья ломаныхь (2, у, #,), (4, у. 2} и 
«а, у, 2). . 

Такимъ образомъ имъемъ сльдующя формулы для вычислены ко- 
‘ординатъ точки, дёлящей разстояе между двумя данными точками 
зэъ данномъ отношени: 


21-22: 
Е 


ИА 


я-а 
г’ а) 


Яр. 


Въ частномъ случаЪ, когда 4 ==1, т.-е. М лежитъ въ средин® от- 
рьзка АВ, обозначая координаты этой точки черезъ #2, Уз 8%, 


будемь нмёть 
29 


а, р 
м тт, ИИ, ®= 1 


Выведенныя формулы совершенно таюя же, какъ и формулы, 
полученныя при рьшени той же задачи на пиоскости; прибавилась 
лишь новая формула для аппликаты 2. 

Какъ и на плоскости, параметръ 4 можеть быть и отрицатель- 
вымъ: точка Л! лежитъ въ этомъ случаь внЪ отрьзка АВ. 


$ 4. Творемы о проекщяхь, Установлеше тфхь или иныхъ фор- 
‘мулъ нли уравненй часто основывается на теоремахъь о проек- 
щяхъ. 

Возьмемъ нёкоторую линю 22", 
которую назовемъ осью проекшй, и 
будемъ проектировать на нее отрь- 
зокь АВ, какъ-нибудь расположенный 
въ пространствф, проведя черезъ кон- 
цы Аи В этого отрьзка плоскости 
ди 8, перпендикулярныя къ 
оси жи’ (черт. 114). ера. 

Точки пересёченя, этихъ плоскостей 4, и. В; съ осью д! бу- 
дутъ проекщями точекъ Аи В, а отрьзокъ 4, В, —проекщей отрзка 
АВ. Можно получить тЬ же точки А;, В;, опуская перпендикуляры 
изъ точекь А и В на ось проекшй 2". 

1. Теорема. Проекшя отрёзка равняется произведению про- 


168 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 


ектируемаго отрьзка на косинусъ угла его наклона къ оси проекшй 


ф уголь между положительными направлешями отрёзка АВ и оси 
проекшй. Такъ какь АВ и жа’ вообще не пересфкаются, то подъ 
угломъ между ними разумфють уголъ, образованный двумя прямыми, 
проведенными изъ произвольной точки О параллельно АВ и хх". 

Опускаемь изъ точки А (черт. 114) перпендикулярь АО на 
плоскость В и соединяемъ основане его С’ съ точкою В; получимъ 
треугольникь АВС, въ которомъ уголь ВАС равенъ углу между 
АВ и хи, такъ какъ прямая АС параллельна оси 2х’, и, кромЪ 
того, уголь АСВ прямой, ибо прямая АС’ перпендикулярна плоско- 
сти 4. Изъ этого прямоугольнаго треугольника имфемъ 


(= АВ. 003. 
Но 40 А.В, такъ какъ фигура АСА, В, параплелограммты: 


АСТА В # А4ИСВь 


СлЪдовательно, 
4.В, = АВ. 6084. п} 


Какъ и въ геометр!и на плоскости, мы можемъ и здёсь говорить 
© знакЪ проекщи, если на прямыхь АВ и д’ установлено опре- 
дЬпенное положительное направлен. При этомъ направлене про- 
ектируемаго отрёзка АВ можеть и не совпадать съ положитель- 
нымъ направленемъ той прямой, на которой онъ лежить; въ такомъ. 
случав проектируемый отрфзокъ полженъ считаться отрицатель- 
ной величиной (ср. стр. 50, 51). При этихъ условяхъ формула (1) 
опредфлитъ и знакъ проекщи, если только, какъ было отмёчено 
выше, подъ угломъ ф мы будемъ разумёть уголъ между положи- 
тельными направленями обЪихъ прямыхъ. . 

Подъ проекщей ломаной лини будемъ разумфть сумму проекшй 
отдфЛЬьныхь ея звеньевъ. Подъ суммой здЬбь нужно разумфть ал- 
тебраическую сумму, такъ какъ проекши звеньевъ по предыдущему 
могутъ быть и отрицательными. 


Начальной и конечной точкой данной ломаной лини АВСРЕ 
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(черт. 115) устанавливается направлене каждаго ея звена. Пря- 
мая АЕ, соединяющая начало и конецъ ломаной, называется за- 
мыкающей. 

По опредьленю имъемъ: 


ур; АВСРЕ = прь АВ пр: ВО тр: СР пр: ОЕ = 
= 4, Ви СИ Е, 


Обозначешя отрфзковъ 4. В,, ВС, и т. д. порядкомъ буквъ указы- 
ваютъ и направленя ихъ, а слькдовательно, знаки ихъ величинъ, 


Черт. 115. 
Основываясь на правилахь сложешя отрёзковъ съ направлешемъ 


{стр. 24), имъемъ 
д в = 4, 4+ В, = Ал, д, ВЕ = АВ, 


те. д.В-- ва, + сл Е = АВ. 


Но А.Е, есть проекщы замыкающей АЯ: 
АЕ = р, АБ: 
Слфдовательно, 


пр. ЛВСОЕ = р, АЕ. 


Такимъ образомъ имфемъ второе пред- 
ложеше о проекщяхъ: 

2. Теорема. Проекщя ломаной равна проекшШи замыкающей. 

Изъ этого предложеня вытекаетъ третье: 

3. Теорема. Проекши двухъ‘ломаныхь съ общимъ началомъ 
и общимъ концемъ-— равны (черт. 116) 


яр, АВСРЕ = пр, АВСНЕ, 


Черт. 116. 


ибо обф поманыя замыкаются однимъ и тфмЪ же отрфзкомъ АЕ. 
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$ 5. Опредёлене направленйя прямой въ пространствЪ. Уголь между 
двумя прямыми. Всфмъ прямымъ, параллельнымъ между собой, 
можно приписать одно и то же направлен!е, и это направяеше 
можно опредьлить углами наклона къ осямъ координатъ одной изъ 
этихъ прямыхъ, напр. той, которая выходить изъ начала координать 
(черт. 111). Но не всяще три угпа а, 8, у, выбранные произвольно, 
будутъ углами наклона одной прямой къ осямъ координатъ. Углы 
наклона прямой ОГ къ осямЪ координать связаны однимъ со- 
отнощешемъ. Въ самомъ дЪълЪ, пусть эти углы будуть а, В и }: 


их 
=0Г 


а какая-нибудь точка [ на этой прямой 
имЪъетъ координаты д, у, 2 


Оц=а, Та; 


Черт. 117. 


Разстоян!е точки Г, от начала координатъ 
опредъпяется формулой 


в=уафу тя. 
Проектируя ОХ на ось Ох, мы должны имфть съ одной стороны 


пр, ОБ = ОЕ. 00 


=. 0084, 
такъ какъ плоскость, проходящая черезъ отр®зки Ё,Ё, и Г.Г, пер- 
пендикулярна къ оси Ол и, слВдовательно, точка 1, является про- 


екщей на ось Ох точки 1 а съ другой 


ар, 01, = ОТ, 


Такимъ образомъ имфемъ разенство 


В. 08 = @) 
Вполнь аналогично найдемъ еще два равенства 
Л.с0вв =у, (2) 


В. 0уыа. -® 
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Возвышая об части равенствъ (1), (2) и (3) въ квадрат и скла- 
дывая, получимъ 


В (сова и воза 8 -- вов у) = аа -руа-р а = В, 
отсюда С 


сова ор му = 1. < 


Таково то соотношеше, которому должны удовлетворять углы, опре- 
дьляюще направлен! прямой лини. 


Задача 1. Вывести соотношене, которынь связаны синусы тёхъ же 
угорь в, д, у. 


Залача 2. Показать, что основная формула тригонометрии эй -|- совйа: =1 
явлиется застнымъ спузаемъ формулы (4). 


Уголъ между двумя прямыми. Опредёлимъ теперь уголь 
между двумя прямыми, зыходящими 
иаъ начала координать, направле- 
вы которыхъ опредфляются углами 
ихъ съ осями координатъ: а, В, у 
на, в, у. 

Пусть ОБ и ОХ (черт. 118) 
будуть эти данныя прямыя, выхо- 
дяшия изъ начала координатъ. Бе- 
ремъ какую-нибудь точку А на 
лини ОЁи проектируемъ отрьзокъ Черт. 118, 

ОА, равный В, на линю ОМ. 
Обозначая уголь между прямыми черезъ ф, будемъ имбть 


проз ОА — ОА. свф= Н.Ф. 
Но ОА замыкающая ломаной лини ОЛ, 4, А; поэтому 
"Ром 04 = прох ОА! + рол 41.4, | пРол Аз А. 


Звенья этой ломаной суть координаты точки 4: 


Кромь того углы, образуемые прямой ОМ съ звеньями т, у, # ло- 
маной ОД, А, А-ТЬ же, что и углы, образуемые той же прямой съ 
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соотвфтстненными— параллельными этимъ звеньямъ осями коорди- 
натъ. Слфдовательно, 


"рол ОА, = 2.0084’, ПРО А, Аз —У.608 В". ЯРО АА 
П. совр. ви! у 608 4 2.г08 
Но, какъ мы уже имфли выше, 
2-Е В.00и, Уу= И. 008, г В. 203 у. 
Вставляемъ эти выраженя въ предыдущее равенство: 
В. 05 р = В. (605 @ 008 и’ -|- с05 8 608 В" -- соя у сов у). 


По сокращени на Ё получимъ желаемую формулу для опредфлешя 
угла между двумя прямыми: 


с0ё ф = соб и сов а? -- 08 В сов В" | сов у сов". ©) 


Еспи лини ОХ и ОГ перпендикулярны, т.е. Ф==;, то 608 ф-=0 


я 
5. 
и тогда равенство (5) даетъ услов!е перпендикулярности 
двухъ прямыхъ: 


08 в со к" -|- сов В сов 8 -|- сов у 06 у’ = 0. 16) 


Задача. Показать, что формула тригономатрн пля косинуса разности двухъ 
утповь 
с08 (и! — в) == 08 в совы! - яв ва ие 


является частнымъ слузаемь формулы (5). 


$3 6. Геометрическое значене уравненй. Пусть намъ дано уравие- 
не, связывающее текуш!я координаты 2, у, 


Ре.) =0. (1) 


Уравнеше опредфляетъ одну изъ координатъ, напр. 2, какъ неявную 
функцю другихъ хи У, и всякой системф значешй х, у будетъ 
соотвётствовать по уравнентю (1) одно или нсколько значенй 2; дру- 
гими словами 5 есть функщя двухъ независимыхъ перемьнныхъ 
хиуи 
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Посмотримъ, что можеть выражать геометрически уравнене (1). 
Присоединимъ къ уравненю (1) еще уравнеше 


=‹, 


иными словами — будемъ разсматривать только точки, лежащя въ 
плоскости на высотЪ с отъ плоскости хОу. Уравнене {!) прини- 
маетъ тогда видъ 


Ее, 9=0 


и содержитъ теперь двф перемфнныхь хи у. Какъ мы уже знаемъ, 
оно выражаетъ нкоторую линно на указанной плоскости. ИзмЪняя 
непрерывно &, мы будемъ перемфщать разсматриваемую плоскость 
параллельно самой себЪф. При этомъ перемьщени будеть перемЪ- 
щаться и, можеть быть, измняться ‘лия на плоскости, опредЪ- 


пяемая уравненемъ 
Рау 0=9. 


Линя, непрерывно перемфщаясь и вЪ то же время, быть можеть, 
леформируясь, опишет нкоторую поверхность. Такимъ образомъ, 
одно уравнение (1), связывающее перемённыя координаты 2, у, в, 
представляеть н%ёкоторую поверхность въ пространствЪ, 

Пусть теперь даны два уравнены 


И, у, 


(2 


Каждое въ отдфльности изъ нихь опредфляетъ, какь мы видЬли, 
нфкоторую поверхность. Точки, координаты которых удовлетво- 
ряють обоимь уравненымъ, должны принадлежать объимъ поверх- 
ностямъ. ОбщИя точки двухъ поверхностей лежать на линЁи пе- 
ресвченя этихь поверхностей. СлЪдовательно, совокупность 
двухъ уравнен!й, связывающихъ три текущихъ координаты 2, у, 2, 
опредъляетъ въ пространствЪ нфкоторую лин! ю. Эта лин бу- 
детъ дъйствительной, еспи поверхности пересфкаются, Если же по- 
верхности не пересЪкаются, мы будемъ говорить, что он перес%- 
каются по мнимой лини. 

Наконецъ, совокупность трехъ уравнеНй между координатами 
т, у 2 


ушу = 


Ее, Велу= в 


опредфляетъ одну или нёсколько отдьльныхьъ точекъ въ простран- 
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ствЪ, если только данныя уравненя независимы одно отъ другого, 
т.е. если одно изъ нихъь не является слдстыемъ двухъ другихъ 
ипи два не являются слЪдетНемъ одного. Каждое изъ этихъ урав- 
неый въ отдёльности опредфляеть поверхность. ДвЪ поверхности 
перасфкаются по лини, которая пересфкаетъ третью въ одной или 
нЪсколькихь отдъльныхъ точкахъ. Координаты этихъ точекъ можно 
опредфлить, разсматривая данныя уравнены, какъ три уравненвя съ 
тремя неизвъстными, и ршая ихъ. Если третье уравнене явпяется 
сл®дстыемъ двухъ первыхъ, то это озна- 
чало бы, что третья поверхность прохо- 
дить черезъь линю пересфченя двухъ 
“р. первыхъ, 

Обратно, пусть дана поверхность, 
отнесенная къ какой-нибудь  системь 
координатъ, и какая-нибудь точка Р 
{черт. 119) этой поверхности пусть 
Черт. 119, имфетъ координаты %, У, #: 


2=06,, ВВ, г= ВР. 


При перемфщен!и этой точки по поверхности координаты точки мЪ- 
няются и основаше апиликаты Р,Р, т.-е, точка Р,, перемфщается 
на плоскости 2Оу въ нЪкоторой области А, ограниченной или без- 
граничной, смотря по размфрамъ данной поверхности. При любомъ 
положени. точки Р, въ этой области аппликата Р,Р будетъ имфть 
опредъленную для разсматриваемаго положеня величину. Слфдо- 
вательно, мы можемъ давать абсциссЬ и ординат 5, у как-либо 
произвольныя значевя, только бы опредфляемая ими въ плоскости 
=2Оу точка Р, не выходила изъ разсматриваемой области, Но для 
апппикаты 2 посль выбора х и у произвольнаго значеня дать уже 
нельзя: величина аппликаты опредфляется самою поверхностью. 
Такимъ образомъ 2 является функщей двухъ независимыхъ 
перемфнныхъ х й у: 

2=Г4(ву. « 


Какова природа этой функщи и можно ли выразить ее аналити- 
чески, это зависить оть того, какъ дана намъ поверхность. 

Равенство (4) представляеть уравненте, связывающее пере- 
мЪнныя координаты 2, у, 2. Такимъ образомъ данной поверхно- 
сти соотвфтствуеть опредфленное уравнен1е, связывающее измф- 
неня косрдинатъ точки, движущейся по этой поверхности. 
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8 7. Примфры составлешя уравнешя данной поверхности. 1. Соста- 
вить уравнене плоскости, разсматривая ее какъ геометрическое мЪсто 
точекъ, одинаково отстоящихъ отъ двухъ данныхь точекъ. 

Примемъ за одну изъ данныхъ точекъ начало координатъ, а за 
другую-—точну А (черт. 120), симметричную къ началу относительно. 
плоскости: 

08 = ВА, 


Пусть координаты этой точки А будуть т, п и р. Всякая точка 

Ри, у, 2) данной плоскости одинаково отстоитъ отъ точекъ Ои А: 
ОРЕРА. 

По формуламъ разстояшя имъемъ 


оР-уЯ-и а, 


тА=Ув ое 


Слфдовательно, Черт, 124. 


унфира- Ури верь 


или 


риа эро ине- в, 


откуда 


Зи -|- Зву ре — (ий а 99) 


Получили уравнеше первой степени относительно х, у, 2. Всякую 
плоскость можно разсматривать какъ геометрическое мфето точекъ, 
одинаково отстоящихъ отъ двухъ точекъ, симметрично расположен- 
ныхъ относительно плоскости. Слфдовательно, всякая пло- 
скость въ пространствё выражается уравнен!емъ ‘первой 
стелени, связывающимъ текуния координаты д, у, #. 

2. Составить уравнеше шара съ центромъ въ точкё Ла, $, в} 
и рамусомъ, равнымъ г. 

Всякая точка Р(х, у, #) шаровой поверхности отстоитъ. оть 
центра шара (а, $, с) на постоянномъ разстоян!и, равномъ х. Но 
по формулЪ разстояя 


— «я. 


мрт -ВрЕто 
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СлЬдовательно, 
УЕ ЫЕеи = ,, 
или 


о ен=я. 


Этому уравнению и должны удовлетворять координаты любой точки 
шара. 
Въ частности уравнене шара съ центромъ въ начал координатъ 


принимаетъ видъ 
-рил=н. 


Пользуясь выведенными уравненями, покажемъ геометрическое 
значене совокупныхъ уравненйй, 
Два уравнемя 
еее я, а) 


руби = а ®) 


представляютъь лин!ю въ пространств. Что это за лин я? Урав- 
нене (1) представляетъь шаръ съ центромъ въ точкь Ма, В, с) 
и ращусомъ. равнымъ г. Уравнеше (2) представляеть тоже шаръ 
съ центромъ въ точкь М,(а., В, в,)‘и рамусомъ, равнымъ #,. Ко- 
ординаты точекъ, лежашихь на лиШи пересфченя этихъ двухъ 
шаровъ, должны удовлетворять обоимъ уравненямъ. Два шара пе- 
ресфкаются по кругу. СлЪдовательно, уравнешя (1) и (2) со- 
выфстно представляють кругь въ пространствЪ. Если шары не 
пересфкаются, мы будемъ говорить, что эти уравненя представля- 
ють мнимый нругъ. 


Положимъ теперь, что даны три уравнеййя: 


гарри ео = м, @) 
аи ан, ® 
ее ан. [) 


Каждое изъ этихь уравненй въ отдфльности представляеть шаръ 
съ опредфленнымь центромъ и опредфленнымъ ращусомъ. Что пред- 
ставляютъ совмфстно эти три уравненя? Точка, координаты ко- 
торой удовлетворяютъ всьмъ тремъ уравнен/ямъ, должна лежать 
на каждой изъ этихъ шаровыхъ поверхностей. СлЬдовательно, рышая 
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три уравнены (1), (2), (3) съ тремя неизвьстными ш, у, в мы 
найдемъ координаты точекъ пересфчен!я трехъ шаровъ. Три шара 
вообще пересфкаются въ двухъ точкахъ. Можетъ случиться, что 
три шара не имфють общихъ точекъ, черезъ которыя проходилъ бы 
каждый изъ нихъ. Въ этомъ случаь уравненя (1), (2), (3) 6у- 
дуть имфть мнимыя рышеня и мы будемъ говорить, что таше три 
шара имфють двь обшихь мнимыхъ точки. 


8 8. Уравнен® плоскости. Въ предыдущемъ параграф мы видёли, 
что текуш!я координаты точки, движущейся по плоскости, свя- 
заны въ своемъ измёнеши уравненуемъ первой степени. 
Мы разсматривали плоскость, какъ геометрическое мЬсто точекъ, 
одинаково отстоящихь отъ двухъ данныхъ точенъ, изъ которыкъ 
за одну мы брали начало координатъ; координаты другой вошли 
въ коэффишенты уравненя. Но положен!е плоскости относительно 
осей координатъ можно опредънить иначе; соотвфтственно этому и 
коэффищенты уравненя будуть имфть иное геометриче- 
ское значен!е. Такъ, за опре- 
дъляющя положеше плоскости 
величины можно взять величину 
перпендикуляра р, опущеннаго 
на нее изъ начала координатъ, 
и углы наклона этого перпен- 
дикуляра къ осямъ координать 
а, 8, у. Углы а, В, у связаны при 
этомъ изяъстнымъ (8 5) соотно- Черт, 121. 
шенемъ 


<08? а | соя В во у = 


Составимъ уравнеше плоскости, имфя эти опредьляющя ея поло- 
жене величины. Пусть плоскость пересфкаетъ плоскости координать 
по прямымь ВС, СА и АВ (черт. 121). Треугольникь АВС и 
представияетъь намъ на чертежь разсматриваемую плоскость, кото- 
рая въ дЬйствительности безгранично простирается во всЪ стороны, 
Пусть М какая-нибудь точка этой плоскости, имъющая координа- 


ты д, у, я 
ом, 


мм, -=у Ми= 


Проектируемь ломаную ОМ, М, М на перпендикулярь ОР къ этой 

плоскости, опущенный изъ начала координат. Всякая прямая, ле- 

жашая въ плоскости и проходящая черезъ основане перпендику- 
2 
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ляра Р, перпендикулярна къ прямой ОР. Спьловательно, прямая ЛР 


перпендикулярна къ ОР; кромЬ того ОРЕр и потому 
эРорОМИМ =р. а) 
Но проекц!я ломаной равна сумм проекшй ея звеньевъ: 
кров ОМ. МИ — прор ОМ; + пРор ММ, | ЗРор ВМ. 


Углы накпона звеньевъ этой ломаной къ оси проекцй, т.-е. къ 
прямой ОР, ть же самые, что и углы наклона осей координатъ 
къ этой прямой, именно а, Ви у*). СлЬдовательно, 


прорОМ, — зева, яРорМ.М, = 96058, —тРорМЫМ 20059, 


и, согласно равенству (1), 
жека -- усов В 2008 


или 
тек - усоз р | е08у--р=0. ©) 


Равенство (1), а слЪдовательно и (2) справедливо только для 
‘точекъ, пежащихь въ плоскости, ибо только въ этомъ случа пря- 
мая МР перпендикупярна къ прямой ОР. Устанавливая связь между 
текущими координатами точки, движущейся по плоскости, равен- 
ство (2) и будеть уравнен!емъ плоскости. 

Мы видимъ, что уравнеше плоскости первой степени относи- 
тельно текущихъ координатъ, ‘и ясно, по самому его происхожде- 
но, что оно не можетъ быть какой-либо иной степени. 

Уравнене (2) называется нормальнымъ уравнешемъ пло- 
скости. Какой же характерный признакъ нормальнаго уравнен!я? 
Коэффищшенты при 2, у, < суть косинусы угловъ а, В и у, т.е. 
числа, не больш единицы. Эти коэффищенты связаны соотношешемъ 


созда {соя Я сов у = 1. 


Свободный членъ уравненя отрицателенъ. Такимъ образомь изъ 


*) Положительное направлеще оси ноординать, которое принимается во 
внимаше при опредфлени соотафтствующаго угла «, Й или у, не всегда совпа- 
даеть съ направлещемъ звена. Въ этомъ случаь, не измняя угла, звено, какъ 
координату точки, мы при проентирован{и считаемъ отрицательнымъ: оть этого 
проеящя его в мымяется ви по величин, ни по направлено (ср. стр. 50, 51). 
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‘уравнешй 
1 32— Бу —6 


второе будетъ `нормальнымъ, ибо свободный членъ отрицателенъ, 
а коэффишенты при 2, у, #е—правильныя дроби, связанныя соотно- 


шенемъ 
3, (48, (19а 
(+ (+) 


Перзое и трётье уравненшя, не удовлетворяя подобнымъ условямъ, 
не будуть нормальными. 

Выше мы съ двухъ точекь зрьны убфдились, что всякая 
плоскость выражается уравнешемъ первой степени относительно 
текущихь координатъ 2, у, 2, именно--или разсматривая плоскость 
какъ геометрическое мфсто точекъ, одинаково отстоящихъ отъ двухъ 
данныхь точекъ ($8 7), или опредфляя положен!е плоскости вели- 
чиною перпендикуляра, опущеннаго на нее изъ начала координатъ 
и углами наклона этого перпендикуляра къ осямъ координатъ. Но 
если намъ дано напередъ какое-нибудь уравнен:е первой 
стелени относительно текущихь координатъ =, у, я, будеть ли 
оно представлять плоскость? 

Чтобы отвЬтить ва этотъ вопросъ, покажемьъ предварительно. 


что всякое ураннеше первой степени относительно текущихъ коор- 
динатъ 2, у, 2 можно привести къ нормальному виду, 
т.е. къ виду, обладающему вышеприведенными характерными при- 
знаками: каждый изъ коэффищентовъ при текущихь координатахь 
въ нормальномъ уравнени долженъ быть не больше единицы, сумма 
квадратовь этихь козффищентовъ должна ранняться единиц и сво- 
Фодный членъ уравненя долженъ быть отрицательнымъ. 
Пусть Дано уравнеше первой степени общаго вида. 


ду с: р=0. 


Козффищенты 4, Ви С ногуть быть и больше единицы и вообще 
не обладать желаемыми признаками. Поэтому умножаемъ всЪ члены 
‘уравнешя на нфкоторый множитель П, пока намь неизавстный 


12* 
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который долженъ привести данное уравнен!е къ нормальному ‘виду: 
и который мы будемъ называть поэтому нормирующимт ‘мно- 
жителемъ: 


Е. Ар В.В В.С: В.Р 


Если это уравнеше нормальнаго вида, то сумма квадратовъ ко- 
эффишентовъ при х, у, $ должна равняться единицВ: 


ел? №8 |. ВТ, или ("+ 84. 9) = 


Отсюда для нормирующаго множителя получаемъ два рьшешя, про- 
тивоположныхь по знаку: 


В= - (3) 
утра ао 


Какое же изъ этихъ двухъ рьшенй выбрать? Свободный члеяъ. 
нормальнаго уравненя, т.е. ВР, долженъ быть отрицатель- 
нымъ. Слёдовательно, В и Ш должны имёть противополож- 
ные знаки. Коэффищенть ДР данъ, а знакъ нормирующаго мно- 
жителя В подлежитъ нашему выбору, и потому для нормирующаго. 
множителя мы получаемъ теперь единственное и опредфленное рЪ- 
шене: знакъ нормирующаго множителя долженъ быть противопо- 
ложенъ знаку свободнаго члена уразненя. 

Замфняя В найденнымъ его значешемь (3), мы приводимтъ дан- 
ное уравнене къ нормальному виду: 


А в С 
Зуи ря"“ тури ЕЯ” ура" * 
7: 
Туужрая"® . 


или 
че Вир 


=У ее ыы 


Примфръ. Привести уравнеше 32—4у-- 1924.8 =0 къ нормальному 
вяду. 

Рьшенте. Вычисляя по предыдущему нормирующй множитель и выбирая. 
соотвЪтствующимь образомъ его знакъ, получимъ 


32—40 12248 3 4 12 
8 о Зорлу Ш, 8 
фуеая о иен вУ в: 
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Теперь ‘докажемъ, что всякое уравнене вида 
Аз ВУ С: р =0 


‘представляетъ плоскость. По приведени даннаго уравневя къ нор- 
‚мальному виду: 


А В а 
УПИ“ ужрыта' *сузрира + 
В р 
Т вужаа — 


рипишемь его козффищентамъь соотвЪфтствующее геометрическое 
значене, т.-е. то значене, какое имфютЪ коэффищенты нормальнаго 
уравненя при рёшени обратной задачи — задачи составления 
Уравнещя данной плоскости. Такимъ образомъ назовемъ нозффи- 
ацентъ при % косинусомъ нёкотораго угла а, козффищентъ при у— 
косинусомъ нькотораго угла @, коэффищентъь при =-косинусомъ 
нЪкотораго угла у, а свободный членъ обозначимъ черезъь — р; 
этимъ самымъ и опредфляются введенныя нами величины а, В, 


тир: 


сне 4 ева в ] 
зу аа’ — чузрича’ . 
с р | 6) 
севу = — 


УЕ: яите } 


Такъ какъ, какъ слЪдуетъ изъ этихъ равенствъ, 


сова сом -- 0 у 


то а, В и у являются углами наклона нФкоторой прямой, выходя- 
зщей изъ начала координать О къ осямъ координать: а—кЪъ оси 
Ох, в-— къ оси Оу и уб—къ оси Ог. Построивъ эту прямую, отло- 
жимъ на ней отрфзокь ОР отъ начала координатЪъ, равный р, и 
черезъ точку Р проводимъ плоскость, перпендикулярную къ пря- 
мой ОР. Положене этой плоскости относительно осей координать 
опредьляется величинами &, В тир, и, составляя уравнеше этой 
плоскости такъ, какъ это мы дфлали раньше, мы получимъ его аъ 


видь 
20; а + ус севу рб 
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или, по замфнЪ сова, с0з 6, с057 и р ихь значении (5), въ вид 


де ВУ СР 
зуеы-- 0 


Такимъ образомь построенная нами плоскость имфетъ уравненее, 
равносильное данному, иначе-—данное уравнене представляетъ пло- 
скость, въ чемъ мы и желали убЪфдиться. 

Приведещемъ общаго уравненя первой степени къ нормальному 
виду мы достигли не только того, что доказали, что оно представ- 
ляетъ плоскость, но также и того, что узнали геометрическое зна- 
чене его коэффищентовт: по формупамъ (5) мы можемъ вычисле- 
в1емъ опредфпить разстояше р начала координатъ отъ плоскости, 
можемъ вычислешемъ опредфлить направлен!е перпендикуляра къ 
этой плоскости, опредфляя углы а, 8, 7. Этими величинами можно 
воспользоваться при рьшен!и соотвфтствующихъ задачъ относительно 
‘нлоскости. Къ такимъ задачамъ прежде всего относятся слЪдуюшя: 
1) опредьлить уголъ между двумя плоскостями и 2) опредьпить 
разстояне точки, данной своими координатами, отъ плоскости, дан- 
ной своимъ уравненемъ. 
$ 9. Опредфленше угла между двумя плоскостями, Пусть даны двЪ 
плоскости своими уравненями 


де Ву ры, 
Аа -- Ву бир =9. 
Уголь между этими плоскостями можно опредфлить слфдующимъ 
образомъ. Уголъ между плоскостями равенъ, какъь извЪстно, углу 
между перпендикулярами къ нимъ; уголъ же между этими перпен- 
динулярами, какъ уголъ между двумя прямыми, можемъ опредьлить 


по формул№ (5) $ 5. Обозначая этотъ уголъ черезъ ф, мы должны 
имЬть 


209 ф == сни. 604 4 -|- в08 8. сов В: | 08.6081, 


тДЪ а, В, риа, В, 7, суть углы, составляемые этими перпенди- 
кулярами съ осями координатъ. Но формулы (5) предыдущаго па- 
раграфа даютъ 


08 & 4 Е 
ео, сова: = ‚ 
Ужас ЗУжЕЕВЕрСь 
В, в 
=узуитЯ Уже вИ 
с с 
598 у А; = 1 
уж 0 т улет ов 
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Замъняя косинусы ихъ выражешями, получимъ формулу дпя вычи- 
слешя косинуса угла между данными плоскостями: 


АА, ВЫ, 66, . 
(ужи). (= Уд ор) 


в ф= 


[о 


Знаки передъ ‘радикалами вполнЪ опредфленные соотвфтстенно при- 
нятому правияу приведены уравнещя плоскости къ нормальному 
виду. Поэтому по формулЪ (6) вычисляется косинусъ того изъ двухъ 
смежныхъ угловъ между двумя плоскостями, внутри котораго не 
лежитъ начало координатъ, ибо этому углу равенъ уголь между 
перпендикулярами, опущенными изъ начала координать на данныя 
плоскости. 

Услов!е перпендикулярности двухъ плоскостей. 


Если плоскости перпендикулярны, т.е. ф =>, то с0з фЕ=0, и поэтому 
А ВВ, - 60, =0. 


Услов|е параллельности. Въ случа параллельности 
плоскостей 
08 вт а, 6088 = 00501, су еоь у: . 
Но 608 @, с0зВ, в05у пропоршюнальны козффищентамь 4, В, 0, а 
038, 0088, с07, пропорщюнальны коэффищентамь А, В, С, 
поэтому при параллельности плоскостей коэффишенты при теку- 
щихъ координатахъ ихъ уравнейй должны быть пропорщо- 


нальны: 
А В с 


два 


ПримЪфрьъ, Даны четыре плоскости своими уравнен!ями; 


12-2 2:60. 2) 8—4 1928 = 


о. 


Эз-б-—5 20, 9 +6 2+6 


ОНУть ли среци этихъ плоскостей параплельныхь или перпендикупярныхь? 
Рьшен:е, Первая к вторая плоскости не параллельны и не перпендику- 
лярны, ибо не выполняется ни убловше параллельности (ноэффишенты 1,2, 2 не 
пропоршенальны коэффищентамь 3, —4, 12). ни услоше перпендикулярности 
[Ад Е ВВ +60, =1.342.(—4) 2.125201, 


Первая и третья плоскости параллельны, ибо 
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Вторая и четвертая плосности перпендикулярны, ибо 


дл, вв, + 061 =3.44 4-9. 6-18. 1= 


Вычислимь косинусъ угла ф между первой м второй плоскостью: 


1.32.3 Ф-Ю.2 5—9 0 


узрнри. с Ура 3 Е 


вв ф = 


Сльдова№ельно, угон ф немного меньше 1200, 


$ 10. Уравнеше прямой лини въ пространствь. Прямая лин, 
накъ всякая линя въ пространств, должна опрецёляться сово- 
купностью деухъ уравнен!, а такъ какъ прямая лин я можетъ быть 
разсматриваема, какъ пересфчене двухъ плоскостей, то она должна 
опредфляться двумя уравненями первой степени: 


Аз Ву С: В= 


©) 
дае-Е Вы бе Р, 


Но можно получить уравнен прямой въ болфе симметричномъ ви- 
ДЬ относительно вефхъ трехъ координатъ. Положене прямой опре- 
дЪляется вполнЪ положенемъ од- 
ной ея точки’ и направлемемъ. 
Пусть А (черт. 122), данная точка 
прямой, имъеть координаты 2, 
Зи, в, а направлеше прямой пусть 
опредЬляется углами ©, 8, 7, со- 
ставляемыми ею или прямою, вы- 
ходящей параплельно ей изъ на- 
чала координатъ, съ осями коор- 
динатъ. Возьмемъ на. прямой ка- 
кую-нибудь точку ЛИ, у, =). Проектируя отрёзокъ прямой АМ 1 на 
ось Ох, получаемъ , 


Черт, 122. 


яр, АМ == АМ. оби = А.М, 


но 


Ам ее, 
поэтому 


АМ. вии а,. (2) 


Подобнымъ же образомъ проектируя отрёзокъ АМ на друМя оси 
координатъ, найдемъ 


АМ св =у и и АМ. 008 


в. (3) 
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Изь равенствъ (2) и (3) слъдуетъ 


[С 


При перемьщеши точки № по прямой эти равенства, аъ которых 
2, у, # суть текущ координаты движущейся точки, всегда имъютъ 
мВсто в являются уравнен!ями прямой. . 
Такимъ образомъ, уравнешя прямой мы получили въ видЪ ряда 
разныхь отношен И; этоть видъ называется каноническимъ. 
Умножая знаменатели въ уразвнешяхь прямой (4) на # и по- 
лагая 


В.сваы 1, в.в = М, В.00ву = М, <) 


получимъ равносильныя уравненя, но въ болфе общемъ видь 


#— У 
Е и 


6) 


Разнообразными способами систему уравнений (1) можно пре- 
образовать въ равносильную систему вида (6). Коэффищенты Г, 
М, М, какъ слдуеть изъ равенствъ (5), пропорщюнальны косину- 
самъ угловъ наклона прямой къ осямъ координать и опредфляютьъ 
такимъ образомь направлен|е прямой. Мы будемъ называть их» 
козффишентами направленя. По даннымъ коэффишентамь Г, 
М, М можно опредьлить и 6030, с038, соз у. Въ самомъ код изъ 
равенствъ {5) имфемъ 


22 (воз к -- сов? В -|- совр) = 12-- М" -- №1, 


откуда ` . 
= м--№ и = м, 
„Слфдовательно, 
РЯ 
== о. 
ия Пурим 
вок и _ 


Ув 


х 
ор. 
"7 унию 
Знакъ передъ радикаломь можно выбрать какой угодно соотвф1- 
ственно тому. какое направлеше прямой мы считаемь положитель- 


нымЪ, 
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Такимъ образомъ, по даннымъ уравнешямъ прямой вычисле- 
немъ можно опредфлить направлен ея, а стало быть по форму- 
ламъ $8 5 вычислешемъ можно опредъпить и уголъ ф между двумя 


прямыми, данными уравнен1ями, 
Опредфленте угла между двумя прямыми. Даны двЪ 
прямыя своими уравнешШями 


ГДЪ а, 6, координаты опредфленной точки первой прямой и Г, 
М, №—ея коэффищенты направленя, ав, ,, с, — координаты н%- 
которой опредёленной точки второй прямой и С, М,, № ея ко- 
эффишенты направленя. Косинусы угловъ наклона в, й, у первой 
прямой и &,, 8;, 7, второй къ осямъ координатъ опредфляются по 
формуламъ (7): 

Г. 1, 


ое Е, = 608, = =. 


Уп о УЕмМ + 
м М, 
сов в = = Ум › бб реринк . 
у о; ном, 
УР УЕ + 


Косинусъ угла ф между этими прямыми опредфляется по формул 
($85 


свф= ева. 605 4 | 608 В . 608 81 - 606 9.60571 - 


Посль замфны косинусов ® угловъ а, В, у, ©, В;, 7; ихъ выраже- 
нями получимъ 


-УТРЕИТЕЕ ® 


Изъ этой формулы вытекаеть услов:е перпендикулярно- 


603 ф—=0 и сльдовательно, 


л 
сти; ‘при $5, 


р мм, + ух, = 


Услов!е параляельности вытекаеть изъ самаго значеня (7} 
коэффищентовъ 2, М, Ми [,, М, М: 


гм м 
мо м 
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Если къ разсматриваемой прямой провести перпендикулярную пло- 
скость, то косинусы угловъ направленя прямой и перпендикуляра 
къ плоскости должны быть равны, иначе коэффишенты 4, В, С 
соотвЪтственно пропоршональны коэффишентамъ Л, 21, №: 
а_в_С 


м7 


Напримфръ, плоскость, выражаемая уравнешемъ 


32-49-12: — 36 


и прямая лишя, опредфляемая уравнешями 


ву 
Е 4 


перпендикулярны, такъ какъ въ обоихъ случаяхъ 

12 

13 

Опредълен:е угла наклона прямой къ плоскости. 
Уголъ межлу прямой и плоскостью равенъ углу между этой прямой 
и ея проекшей на плоскость и по даннымъ уравнешямъ прямой и 
плоскости также можетъ быть вычисленъ. 

Въ самомъ дЬлЬ, напраялеше 


данной прямой мо (черт. 123) опре- 
дъляется косинусами: 


УБЕиРУЕ 
М. 


т туяиуе Черт, 123. 


а направлеве перпендикуляра ни къ данной плоскости 5 опредЪ- 
ляется косинусами: 


соб а" 


р 


Иде: вере: 
В 
НУЖЕмЕ 
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Но 
Чи ие (-Ф = соками он вов соку оу 
Сльцовательно, 
ат вм сх 
воз (:- ®)- нра ЧЕЕВМЕСИ Ге 


Услов!е параллельности плоскости и прямой. 
Если прямая параллельна плоскости, то ф==0 и #иф==0. СлЬдо- 


зательно, 
‚АТ + ВМ- ОМ. 


А, В, С, какъ сл®дуетъ изъ нормальнаго уравнешШя плоскости, яв- 
ляются коэффищентами направленя перпендикуляра къ плоскости 
{перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координатъ, а стало быть 
и какого угодно перпендикуляра]. Слфдовательно, услове параллель- 
ности прямой и плоскости является успоНемъ перпендикулярности 
данной прямой и перпендикуляра къ данной плоскости, что ясно и 
геометрически. 

Услов}:е перпендикулярности плоскости и прямой. 
Коэффишенты уравнен!Я плоскости А, В, С, какъ мы видфли, являются 
коэффищентами направлешя перпендикуляра къ плоскости. Поэтому, 
если прямая съ козффищентами направленя Г, М, № перпенди- 
кулярна ппоскости, то она будетъ параллельна къ перпеидикуляру 
этой плоскости. СлЬдовательно, 


Примфръ 1. Дана плосвость уравненомь 2 Ру 2—8 =0 и пря- 
81 у 2 1—4. Опредьаить уголь наклона данной 
прямой въ данной плоскости, 
Рьшен!е. Казффишекты направленя прямой 3, 4 и 12, а возффищенты 
чаправлешя перлендикуляра къ плоскости 2, 1, 2. Боли обозначимь уголъ на- 
ялона прямой къ плоскости черезъ ф, то по формуль (9) будемъ нмфть 


мая уравненяни 


| 


2?.3-+1.4-2.12 $44124 — 34 34 


Ия. уйтарг 5%. м5 3.13735 


вр = 


и и 
Уголь ф близокь къ прямону, такь какъ величииа = $, равная зу, близка 


къ единиц. 
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Примфръ 2. Черезь точну М @,—1, 7) провести прямую, перпендику- 
пярную иъ плоскости 31 -- 2у— 52 --6=0 и составить уравнены этого Чер- 


пендинуляра, . 
РЬшен:е, Уравнешя прямой напишемъ въ каноничесномь видь, т.е. въ 


видЬ ряда равныхъ отношенй 


Я у: 


А ит ^ 


Задача состоить въ томъ, чтобы опредЬлить постоянныя величины, аходяшя 
въ это уравнеше, т.е. ян Ур 21 в 1» М, М. Числа ду; У, 2} являются коорди- 
натами н® которой точки прямой. За такую точку можно принять’ точку 
м8, —1, 7). Сльовательно можно положить 


2-3, и=—1, а=т. 


1, М, М—ковффишенты направлешя прямой, а козффищенты при текущихь. 
координатахь въ уравиеши данной плоскости, т.е. числа 3, 8,—5 пропорц!о- 
вальны косинусамъ угловъ нанлола къ осямъ нрординать перпендикуляра 
жъ данной плоскости. Искомая прямая должна быть лерпендикулярна къ данной 
плоскости, Сльдовательно, коэффищенты направлешя 1, М, М должны быть 
пропоршональны числамъ 3, 2, — 5: 


Ъ:М:М-3:2:—5, 


т.е. 3, 2, — 5 могут быть приняты за нозффищенты направлен искомой пря- 
мой, и уравнене ея будеть имьть видъ 


#3 Ут 
Е р 
Примфръ 3. Черезъ тозку М(},—1, 7) провести плоскость перпендику- 
пярную прямой, данной уравненями 
#1: 
4 6 


Ршенуе. Пусть искомое уравнене плоскости будеть 


де Вр =0. 


Эта плоскость должна по условно прохолить через данную точку 243, — 
Спьдовательно, 
зА—В--10+2=0. 


Почленвымь вычитаемь исключаемь коэффишенть 2: 


девы спо. 
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При произвольныхь коэффищентахь 4, В, С это уравнене прерставляеть лю- 
бую плоскость, прохоляшую черезь точку №(3,-1, 7). Изъ нихь нужно 
зыбрать ту, воторая перпендикулярна данной прямой, т.е. 4, В, С должны быть 
пропоршюнальиы коэффишентамь направлешя данной прямой: 


Танимь образомъ, въ уравнени плоскости 
левое =0 


эмфсто 4, В, С можко взять кавыя угодно числа, пропоршональныя числам 
5, 4, 6, вапр. равныя этимъ зисламъ: 


58—Э-+4и-+о-ве-л= 


8 П. Опредълеше разстоямя точни отъ плоскости. Пусть дана 
точка своими координатами № х,, У, 2.) и нЪкоторая плоскость 
своимъ уравнешемъ 


= Во. ви 


По этимъ даннымъ требуется опредфлить разстояне точки М отъ 
данной ппоскости, т.-е. опредф- 
лить вепичину перпендикуляра 
{черт. 124) М9, опущеннаго изъ 
этой точки на плоскость. 
Будемъ обозначать этотъ пер- 
пендикуляръ черезъ 9: 


а= мо. 


Черт. 194. Проведемъ черезъ точку Л пло- 

скость СТ, параллельную данной 

плоскости АВС. Разстояще между этими плоскостями вездЪ оди- 
наково и равно искомому разстояню @ данной точки отъ данной 
плоскости. Опускаемъ изъ начала координать 0 перпендикуляръ ОР 
на данную плоскость АВС и продолжаемъ его до пересфченя съ 
проведенной плоскостью ОУ въ точкё Р;. Обозначимь черезъ р 
и р, разстояня начала координатъ до первой и второй плоскости: 


ОР=р и ОБИ. 
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Какъ видно изъ чертежа 124, 
9И= РР, =ОВ—ОР=Ь-р=й. 


Такимъ образомъ, задача сводится къ опредфленю ри р. 
Приводимъ уравневе данной плоскости Ах -- Ву-|- Сг|- Р=о 
жъ нормальному виду: 


= --Ву сер В 
=у4а-- в © 
или 
сова усов асвур-0. У < 
если положимъ 
р В 
О, = с0ей, 
жув--В- с у в -- 23 
8 
С р ® 
‚, 5 =— 


к = 608 
уве Удаве с 
Звакъ передъ радикаломъ выбирается противоположнымъ знаку сво- 
боднаго члена БР въ данномъ уравнеш!и. Углы а, &, у суть углы 
наклона прямой ОР къ осямъ координатъ. 

Такимъ образомъ, р можеть считаться опредфленнымъ: 


2=--у 


Уразнене второй плоскости СТ будеть отличаться отъ урав- 
невя первой (2') только въ послднемъ член, такъ какъ углы 
наклона перпендикуляра Р’ на нее къ осямъ координатъ одни и тЪ 
же. Если бы начало координать было между плоскостями АВС 
и СТ, то мы считали бы углы наклона перпендикуляра къ осямъ 
координатъ одинаковыми, но д, пришлось бы тогда считать отри- 
цательнымъ *), а не положительнымь, какъ принято при приведе- 
зи уравнемя плоскости къ нормальному виду. Такимъ образомъ, 
уравнене второй плоскости должно имфть видъ 


жоови русов в теву-т = [2 


ГДЬ с0за, ео, созу опредфляются формулами (3), а р, еще неия- 
вЪстно и подлежитъ опредфленню. 


*) Ср. стр. 58. 
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Уравненио (4) должны удовлетворять координаты любой точки 
плоскости ИР, стапо быть, и координаты 2, у,, 2, данной точки М. 
Такимъ образомъ, должно имфть мьсто равенст®о *): 


сов и - уеок В - 1108 у — фа — 0. [ 


Въ этомъ равенствЪ вс величины, кром р;, уже извфстны: х,, 
зи, 2, даны, с054, 603 В, 057 опредълены формупами (3). 
Изь равенства (5) опредфляемъ р: 


фа = 21 608 в -у1 008 В -- 1 605. в) 
Искомое разстояне 4, равное р, — р, теперь вполн® опредфлилось: 
Ч 21 сова + и 608 8 -- 10ку — р. а 


Подставляя вмЪсто 603 &, 03, 608 у и р ихъ выражения (3), получимъ 
величину искомаго разстояня выраженной непосредственно черезъ 
данныя: . 


а— ААВ бар. 
ужо 


0 


Такимъ образомъ, для опредфлешя разстояя данной точки оть 
плоскости, данной уравнешемъ, надо привести уравнеше плоскости 
къ нормальному виду; первая часть этого уравнешя при =, 
Уу=у, 2, И выражаетъ искомое разстояне. 

Разстояне точки отъ плоскости, вычисленное по формул (1) 
или (1'), можеть оказаться и отрицательнымъ. По исходному опре- 
двленю 4=р, —р. Самый способъ приведешя даннаго уравненя 
къ нормальному виду прадполагаеть для р положительное значен!е,. 
но р, можеть быть и отрицательнымъ. Разстояше #==р, —р 6у- 
детъ попожительнымъ, еспи р, >>р и отрицательнымъ, если р, < р. 
Если р, р, то точка М и начало координать 0 лежать по раз- 
ныя стороны оть данной плоскости, а при р, =С р эти точки М 
и О лежать по одну сторону отъ данной плоскости. 


Прииърьъ, Опрадёлить разстояще точки №(-—3,—2, 1) оть плоскости 
данной уравнешемъ: 


22—19 


*) Это равенство не есть уравнен!е плоскости! — Ибо въ этомъ -ра 
венствф ныть тенущихъ коорцинать. 
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Ръшен!е, Нормальное уравнеше данной плоскости: 


ву 2412 _ 
‚Уна ^ 


Сльловательно, 


_ 1.9 — < 9+2.1418 _ ван а, 
УЕ —3 27 


а 


Такимъ образомъ, сопоставляя содержаше параграфовъ 9, 10 и11, 
мы видимъ, что преобразоващемъ уравнешя плоскости къ нор- 
мальному виду и преобразоващемъ уравненй прямой въ урав- 
нен!я въ вид ряда равныхъ отношен!й (4} мы рядь гео- 
метрическихъь вопросовъ, касающихся прямой и плоскости, сводимъ 
къ вычислению, достигая такимъ образомъ главной цфпи аналити- 
‘ческой геометри. 
Основные вопросы, 1. Что такое уравнене плоскости? Какой оно 
степени? 
2. Какое геометрическое значеше инфють коэффищенты нормальнаго урав- 
неня плосности? 
У 3 По какой формуль вычисляется уголь между двумя плоскостями, данны- 
ми своими уравненями? 
4. Услове параллельности двухъ плоскостей? 
5. Услове перпендинулярности двухь плоскостей? 
6. Что такое уравемя прямой въ пространств? Сколько уравненй необ- 
хоцимо и достаточно для опредфленя прямой? 
7. Какое геометрическое значеше имфють козффишенты каноническихь 
уравнеши прямой? 
+ 8. По каной формуль вычисляется уголь между двумя прямыми, данными 
своими уравненями? 
Э. Услов!е параллельности двух прямыхь> 
10. Услове перпендикулярности двухъ прямыхъ? 
+ И. По ваной фориуль вычисляется уголь наклона прямой къ пласности? 
12. Услоше параляельности прямой и плоскости? 
13. Усломе пераендикулярности прямой к плоскости? 
14. Какъ вычислить разстояне точки, ванной своими координатами, от 
плоскости, данной своимъ уравненемь? 
15. Какое геометрическое значеше знана, получаемаго въ результатЪ преды- 


душаго (14} вычисленя? 
Основныя задачи, 1. Составить уравнеше плоскости, проходящей че- 


резъ данную точку Ме, У, 5) параллельно данной плоскости 
девы он-- 0. 


Составить уравнеше плосности, проходящей черезъ данную точку 
Ме, у, 5) и перпендикулярной двумъ даннымь плоскостямь 


АР ВУ Си, =9 и д Ву бы 1ь=0. 
13 
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3. Составить уравнешя прямой, проходящей черезъ данную точку Мб, и, 21 
и параллельно данной прямой 
„вв _У-6 
т м 


4. Составить уравненя прямой, проходящей черезъ данную точку Лен, Ир, 24 
и перпендикулярной данной плоскости 


АР Ср =0. 


$. Составить уравневя прямой; Ярокодящей черезъ данную точку (тн, У:, 71}. 
и паргллельной двумь даннымж’плоскостямъ 


Ах Ву 024250 и Деву би- р, =0. 


$. Какъ опредфлить коэффишенты направлешя прямой пересёчен!я двух. 
данныхь плоскостей? 


УПРАЖНЕН!Я. 
Даны координаты четырехь вершин тетраодра: 
8, 2,6, 96,4,3, В, Ъ р, 88, 31, 2) 


{черт. 125). 1} Опредьлить координаты основазий перпендикуляровтъ, опущенныхь. 
изъ першинъ тотраздра на противоположныя грани. 2) Опредёлить высоты. тет- 
реодра. 3) Опредьлить углы нахлона каждой 
высоты къ ребрамъ, выходящимъ изъ той же 
вершины, кахъ и высота. 4) Опредфлить уголь 
наклона реберъ тетрездра къ гранямъ его. 
5) Опредфлить координаты пентра описаннаго 
шара. 6) Опредьлить координаты центра впи- 
саннаго шара. 7) Опредфпить ребра тетра- 
злра. 8) Повазать, что прямыя, согдиняющя 
середины противоположныхь реберъ тетра- 
эпра, проходять черезъ одну точку и дфлятся. 
въ этой точкё пополамъ. 


Рьшенте. 1) Будемь разоматривать 
перпендикулярь, опущенный изъ вершины 
ца грань РО. Пусть основаше этого лервенцикуляра будеть Н. Координаты 
точки Н удовлетворяють уравнению плобности РОВ и уравненымъ прямой ЗН. 
Состанямъ эти уравнешя. 

Уравнеи{е плоскости РОП. Пусть Аж Ву-+ С: р =0— иеко- 
мое уравнеше. Координаты точекь (3, 2, 6), 96, 4, и 268, 1,11/1) долж- 
ны удовлетворять этому уравнению: 


ЗА ав вс, 
544 4843042=0, 
ЗАВИС =0. 
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Раздьляя вс члены этих разенстиъ на О, получимь три уравненфя для опре- 
[2 


авлонйя неизавстныхь трек отношений 7, 7, т, 


4 в, 
Б+2р+въ=-: 


А В (9 
Ур =- 


а ‚в 
8+ унир--ь 


Рышая эти уравнены, находим: 


АВ Е б_. 1. 
226. 2-5 р 
Сльловательно, уравнеше плоскости РОЙ инфеть видъ 
ув 
25-5 0+1=0 мно зву 2050. @ 


Уравнен:е прямой ЗН. Такъ какъ прямая &Н перпендикулярия къ. 
плоскости РОВ, то коэффищенты направлешя прямой ЗН’ пропошональны 
козффищентамь при текущихь координатать уравненя плосхости: 

Е_Мм_м 

$7128. 
Такимъ образомъ, уравнения прямой, проходящей черевь точку &5(8, ЗА, 481), 
должны имфть видъ: 
@) 


Дня отыскавя координать точки Н нужно рЫышить совмфстно уравненя (1) 
и (2). Называя общее отношен!е уравненйй (2) черезь д, будемъ имёть 


#-8_ _ 2-м 
= з 


2=8424, уе, 2= 4-Я. 
Подставляя эти выражен въ уравнене (1) плоскости РОН, получимъ 


2.8-- 24) + ФА -- А -- 24 +20 —20-0, или 94-9=0. 
Отсюда А-а. 


откуда, 


Слёдовательно, 


2-4. 
Отвьгь: Н (6, 2 28). 
2) Опредълен!е высоты 5И тетразара. ЗН можно опредьлить, 
жакъ разстояне точки 8 (8, 311 1) оть плоскости РФЁ, уравнеше которой уже 
нзвфстио: 22 у-- 2: — 20 =0, 
Щ_ 2. 8-Е ЗА 
УжЕЕ-Е 


6, у 


#=8— За 12, 


20 16-31. 91: — 20 
р оз. 


Отафть: 8Н=3. 
13* 
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3) Уравнешя прямой И уже извъетны: 
3 _ 2—1 

т $ 
Составимъ теперь уравненя прямой БР. Принимая во внимаше, что прямая 
ВР проходить черезь точну 5(8, З\, Я), мы можемъ написать уравнешя 
этого ребра въ слЪдующемь вндЪ: 


#—5 


2—8 — 3! 


-ТР 


— 42, 
к 
Коэффишенты направлены пока неизвфотны. Но та же прямая проходить че- 
резъ толжу РЗ, 8, 6). Сльловательно, координаты этой точки должны удовле 
творять прадыдущимь уравненямт: 
8—8 
т 


Такимъ образомъ, уравнены прямой $Р теперь вполнЪ опредьпились: 


ао 4 
5 5  -Ь% 


Уголь между прямыми 5Н и ЯР пусть будеть 

5.2 15.11, 25.2 _ 3 
Узи. у мути \28, 8125 
109.608 ф = 1, 14733; ф= 5613 


$ = 


Отвьты: ф = 56 1 18". 
4) Обозначимь уголь ваклона прямой 5Р къ грани РОЙ черезь р. 


зиф = — 


ОтеБть: ф-т 380 58° 47 
5) Указануе. Обозначинъ центръ описаннаго шара черезь №; коорди- 
наты точки Л неизвёстны. По усломо ниъемъ 


МР- М9, МРЕИМВ, ИР= М8. 


Примфняя формулы разстоящя, получимъ три уравненя съ тремя неизвЪетными. 
Рышая ихъ и найдемъ искомыя координаты центра описаннаго шара. 

6) Указанте. Если №— центръ вписаннаго шара, то разстоян!я точки] № 
отъ граней тетразира РОЕ5 равны между собою, Примфняя формулу для опре- 
дълены разстоян!я точки отъ плоскости, уравнеше которой лано, и сравнивая 
полученныя рыраженя, мы попучимъ достаточное число уравнёнЙ для опредЪ- 
левя иеизвфстныхь координать точки №. При этомъ нужно обратить внимане 
на положеще начала координать относительно даннаго тетразвдра и на знакъ 
выраженй, олредфляющихь разстояшя точки Л, лежащей внутри тетраздра 
РФП&, оть граней его. 

7) Отвьты Ро = 176 1итга 

8) Указан! е. Опредфляются координаты серединтъ противоположных 
реберъ и потомъ координаты середины разстояня между этими серединами. Ка- 
хя бы пары противоположныхь реберъ ни взяпи, получимъ одну и ту же точку. 
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$ 1. Поверхности, предетавляемыя уравненями второй степени относи- 
тельно текущихь ноординать. Поверхность, представляемая уравнешемъ 
второй степени относительно координать 2, У, 2, т.е. уравнещемъ 


вида 
де -- Ву Се Рау 4 Еее + Нур бе НВК ео, (4) 


называется поверхностью второго порядка, такъ какъ съ каждою 
прямой такая поверхность имфетъ не болфе двухъ общихъ точекъ. 
Въ самомъ ДЬЛЪ, положимъ, мы ищемъ точки пересёчешя поверх- 
ности съ прямою, выражаемой уравнешями 


ша @) 


РуЪшая совмфстно уравнеше (1) и два изъ уравненй (2), мы най- 
демъ два рышеня ж, у, я и, У, 2. Каждое изъ этикъ рыше- 
ый и даетъ точку перасфченя прямой съ поверхностью. Если эти 
рьшеня дЪйствительны, прямая дьйствительно пересфкаетъ поверх- 
ность въ двукъ точкахъ; если рьшешя миимы, прямая не пересЪ- 
каетъ поверхности; если оба рышешя совпадаютъ, обЪ точки пере- 
с%ченя сливаются въ одну и прямая касается поверхности. 

При рышеви уравненй (1) и (2) всего проще ввести новое не- 
извфстное & равное общему отношению въ уравненяхь (2): 


Отсюда 
ина м, уе, 


ея. <) 


Вставляя эти выраженя въ уравнене поверхности (1), получимъ 
а 14)е-|- ВФ АН бе МЯ-- Ро 6 + М0 Ва туе-м+ 
-- Е + 30) е+ № -+ ба в) нор м) ре м Ка 0. 
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Раскрывая скобки и располагая выражене въ первой части по сте- 


пенямъ {, будемъ имёть 
р Ф+Е-5, [С 


гдь Р, Фи Е сокращенныя обозначешя полученныхъ коэффищен- 
товъ предыдущаго уравненя. Опредъливъ отсюда $, по формуламъ (3) 
вычисляемъ и искомыя координаты #, У, 2. 

Можеть случиться, что величины а, $, си Г, М, М, входящя въ 
уравнешя прямой, будутъ таковы, что коэффишенты Р, 9, В урав- 
неня (4) обратятся въ нули; 


Р-0, 9=0, В=0. 


Въ такомъ случаф уравнеше (4} имфетъ неопредфленное ршеше 
для & а слЬдовательно, и координаты (3) х, у, #, удовлетворяющей 
уравкешямъ (1) и (2), будуть неопредБленными, т.-е. всякая точка 
прямой (2) принадлежить и поверхности (1), иначе — прямая (2) 
унЪъщается всфми своими точками на поверхности второго порядка. 
Такимъ образомъ прямая или пересфкаеть поверхность второго по- 
рядка въ двухь точкахъ, или ее совсёмъ не пересёкаетъ, или ка- 
сается поверхности, или умфщается всъми своими точками на по-. 
верхности.- 

Мы ограничимся изслдовашемъ только отдЬЛьНыхЪь типовъ 
поверхностей второго порядка; именно раземотримъ слъдующёя че- 
тыре группы: 

1. Поверхности, уравненя которыхъ не содержать одной или 
двухъ текущихъ координатъ, т.-е. уравненя вида 


Ге, 3) 1, 2) 1, =0, [(=) =бит. д 


и притом» только спъдующие , частные случаи этихь уравнен! 
А Ларе лащаи, 


Ре оаи я 
ва+ й-и-1=0, Зи, 


Но, бла, тааао, 9 иы0. 


ПН. Поверхности, ураанещя которыхъ однородны относительно 
коордннатъ х, у, 2, т.-е. каждый членъ уравнены— одного измёре- 


зя относительно текущихъ координатъ: 


физ 2 ли. | а 
- ав" 


я у у 
Бы", Зри +а 


ГЛАВА УПИ, ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 199 

ЛИ. Поверхности, выражаемыя ур 
левый] 

Яилиитаьля. Парой. 


2 7” в з 
Иан, 5 Ш 


2 р, 2 
Эви в+!= 
ТУ. Поверхности, выражаем авненями 
ы ть а ср 
р 
а , при чемъ р>>0, 9>0. 


Путемъь преобразованя координатъ *} общее уравнеше вто- 
рой степени можетъ быть сведено къ одному изъ этихъ типовъ. 

О форм поверхности, данной уравнешемъ, можно судить по ряду 
<чешй съ плоскостями. Всего проще опредфияются съченя съ пло- 
костями координать и плоскостями, имъ параллельными, 

Относительно изображеня изучаемой поверхности на чертеж 
должно. замфтить слёдующее. Абрисъ или контуръ изображеня 
поверхности раздфляеть ее на двЪ части: 
одну переднюю, которая видна зрителю чер- 
тежа, и другую, которая этою переднею 
стороной отъ него закрыта. Если каная- 
либо пиня начерчена на передней видной 
сторонф поверхности, то мы будемъ изобра- 
жать ее сплошной лишей (черт. 1726); Черт. 126. 
если линыя начерчена на закрытой ча- 
сти поверхности, то будемъ изображать ее пунктиромъ, а если 
линя переходитъ изъ видной части поверхности на закрытую, то 
изображеше ея на чертежЬ касается абриса и въ точкЬ прико- 
„сновеня раздфляется на двЪ части: видную (сплошная лин) и за- 
крытую (пувктирная лин!я). Иногда ради большей выпуклости чер- 
ежа, пунктиры на закрытой части поверхности совсфмъ можно 


пустить. 
$ 2. Цилиндры. Изъ первой группы разсмотримъ уравнеше 3), 
изсльдоваше же двухъ первыхъ будетъ совершенно аналогично. 
Уравнене 
ре <) 


*) Формулы преобразовашя координать въ пространств можно установить 
аналогично формуламъ преобразован я координать на плоскости, 
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представляетъ, какъ мы знаемъ, на плоскости ху параболу АОВ, 
а въ пространств цилиндрическую поверхность съ этимъ парабо- 
лическимъ основашенъ или сёчешемъ, 'и образующими, параллель- 
ными оси = (черт. 127). Въ самомъ дЬлЪ, 
если 2, (2, у.) какая нибудь точка 
параболы, а прямая М, М проведена 
параллельно оси 0х, то координаты лю- 
бой точки М этой прямой з;, у, 2: бу- 
дутъ удовлетворять уравнению (1), ка- 
ково бы ни было в, ибо по услов!ю- 
точка М,(2,, У.) лежитъ на параболЪ: 


91? — Эра; 


Черт. 127. а 2, въ уравнеше (1) совсёмъ не вхо- 
дитъ, иначе входить съ коэффишентами равными нулю. 
Точно также уравненя 


2 у? 


и ав 1=0 


представляютъ цилиндричесюя поверхности съ образующими, па- 
раллельными оси 02, а сфчешями первое съ эллиптическимъ 


„ 


Черт. 128. Черт, 129. 


(черт. 128), а второе съ гиперболическимь (черт. 129). Вообще 
уравнеше, въ которомъ отсутствуетъ какая-нибудь координата, пред- 
ставляеть цилиндрическую поверхность съ образующими, параллель- 
ными соотвфтственной оси координатъ. Такъ, уравнеше Дх, 2) =0 
представляетъ цилиндрическую поверхность съ образующими, па- 
раллельными оси у. 
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Но такого же вида уравнешя могутъ представпять поверхности 
второго порядка, распавийяся на пару плоскостей. ДЪйствительно, 
введя въ уравнене цилиндра соотвфтствующй параметръ, можно 
путемъ измёненя этого параметра довести цилиндръ до распаденя. 

Такъ уравненя 


представляютъ первое элпиптическй цилиндръ, второе — гиперболи- 
ческй цилиндръ съ полуосями перпендикулярнаго сфченя фа и #5. 
Если й будемъ уменьшать до нуля, то первый -цилиндръ будетъ 
становиться тоньше и тоньше и въ предл обратится въ прямую 
линю—ось 2, а второй будетъ деформироваться, стремясь въ пре- 
ДЬЛЪ къ своимъ асимптотическимъ ппоскостямъ. Предфльныя урав- 
неня этихъ поверхностей и будуть уравнемя 4) и 5} 8 1: 


2 ии 


вв 


Эти уравненя могутъ быть представлены въ видЪ равеиствъ нулю 
произведенй линейныхъ множителей *) 


(ен е-н 


Первое уравнеше представляеть пару мнимыхъ плоскостей съ 
дУйствительною осью пересфчешя, именно осью #2: 


И То: 
+= в 5 ©; 


отсутствуютъ даЪ координаты: и потому оно представляеть пару 
параллельныхь плоскостей, параллельныхь именно плоскости Оту, 
‘ибо д постоянно: 

2 с= 0, или 


2—0 =0 ин (2-9 в-9=о{ 
а—в=0. 


*) Ср. гл. № $5 
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ТЬ же разсужденя можно примфнить и къ уравненю 7) 8 1: 


я-е=о 


Но здсь лЪвая часть распадается на мнимые множители; 


2 =0 


ею ею =0 | 


ДЪйствительными значенями координат» удовлетворить нельзя, но 
алгебраически ‚2 остается постояннымъ и потому мы можемъ 
сказать, что такое уравнеше представляетъ также пару парал- 
лельныхъ, но мнимыхъ плоскостей. 

Уравнене 8) 8 1: 


о 


можно разсматривать какъ предфльное уравнен!я 6) $ 1, когда с стре- 
мится къ нулю. 06% параллельныя плоскости стремятся къ совпа- ` 
денио и сливаются въ одну плоскость Олу. Уравнене 221 —0 пред- 
ставляеть пару слившихся плоскостей. ‘ 


$ 3. Нонусъ. Обращаемся теперь къ уравненю 


"_ 


рее ® 


Если 2., $, и 2, удовлетворяютъ этому уравненю, то и величины, 
имъ пропорщональныя Ат, Ву, #2, тоже удовлетворяютъ ему. Въ 
<самомъ дЪлЬ, подставляя въ уравнен!е (2) вмфсто текущихъ коор- 
динатъ координаты №2, у, и Ёи,, получимъ 

К, Ру _ Юй Г. 2 

С С Ш). 


Поэтому, если 


2 
я °, 
тои 
биз | ия 
Е . 


Но точки съ координатами =, у, 2, и Аг, №у,, Ва, лежать на одной. 
и той же прямой, выходящей изъ начала координатъ. ДЪЙствительно, 
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пусть ОД (черт. 130} такая прямая. Возьмемъ на ней двЪ точки 
Вит, у. в) и М(х, у, 2). Изъ подобя треугольниковъ ОВ, В, и 
ОМ, М,, а потомъ треугольников ОВ, В и ОМ, М имвемъ: 


ом, _ мым, _ ом, лм 


бВ, ^ ВВ; — ОВ, > ВВ › 
ли 


пля а АА, у, №. 


Если точка М будетъ перемфщаться по прямой 0.4, то координаты 
ея будуть мЪняться при измёнени № пропоршонально 2, у, #,. 
Согласно предыдущему, если точна В лежитъ на поверхности, пред- 


Черт. 130. 


<тавляемой уравнешемь (2), то и прямая ОВ лежитъ на той же 
поверхности и при перемфщени точки В по этой поверхности опи- 
шетъ ее. Но движещемъ прямой, проходящей постоянно черезъ 
одну точку, описывается коническая поверхность. Сл®дователь- 
но, уравнеше (2) представляеть коническую поверхность съ верши- 
ной въ начал координатъ. 

Чтобы опредфлить, какой это конусъ, найдемъ сфчеше его нЪ- 
которой плоскостью, не проходящей черазъ его вершину, напримфръ 
плоскостью, параллельной плоскости ху и расположенной на высо- 
ть с оть нея. Для этого мы должны положить въ уравнеши (2} 
2-26 и получимъ въ этой плоскости уравнеше эллипса: 


ви 
э+и— 
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Такой ковусъ называется эллиптическимъ (черт. 131). Если 
@ ==, то получимъ круглый конусъ: 


ии а 


г я 6. 


По тьмъ же основанямъ уравнеше 


пи а 
ати +70 


С. 


8) 


должно представлять конусъ. Но ни- 
какими дЪйствительными значенями 
текущихъ коорцинатъ, кромЪ нупевыхъ, 
оно удовлетворено быть не можетъ, ибо. 
лЪваячасть егоявляется при этихъ усло- 
вяхъ суммою попожительныхь чиселъ. Можно удовлетворить этому 
уравнению только мнимыми значенями текущихъ координать и по- 
тому мы будемъ говорить, что уравнене (3) представляетъ нни- 
мый коиусъ, у котораго одна только дЪйствительная точка вер- 
шина его. 


Черт. 131. 


$ 4. Эллипсоидъ. Поверхность, представляемая уравненемъ 


у г 
т (9 
у . 
называется эллипсоидомъ. Такъ какъ дроби „=, —,Какъ квад- 
В: 


раты, существенно положительныя числа и въ сумм составляютъ 
единицу, то каждая изъ нихъ не можеть превосходить единицы. 


Поэтому 
1754, {у158, [21 55. 


Слфдовательно, поверхность, представляемая уравнешемъ (4), заклю- 
чена внутри прямоугольнаго параллелепипеда, вершины котораго 
имъють координаты а, -®, -=:6`при различныхь комбинащшяхь 
знаковъ. 

Ищемъ теперь лини пересъчешя этой поверхности съ плоско- 
<стями координатъ. Для этого нужно въ уравнени поверхности по- 
ложить # ==0 для плоскости {2у), У=О для плоскости (#2) и ==0 
для плоскости (у2). Такимъ образомъ, получимъ уравненя соот- 
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вЪтствующихь линй пересЪченя: 


8) 


Каждое изъ этижъ уравненй представляеть эллипсъ. 

Пересфчемъ эту поверхность еще плоскостью, параллельной пло- 
скоети {ху) и отстоящей оть нея на разстояни 2,. Полагая въ 
уравнеши (4) е==:, получимъ 


отсюда находимъ 
Е 


+ 
ее [ 
В 


т.-в. плоскость #-=2, пересфнаеть 
изслфдуемую поверхность по эллипсу 
съ полуосяни 


Черт. 182. 


Мъняя 2, оть 0 до с, мы получимъ рядъ параллельныхь сБкущихь 
плоскостей, которыя будуть пересёкать эллипсоидъ, какъ показы- 
ваеть уравнеше (5), по эллипсамъ. Оси зэтихъ эллипсовъ пропор- 
шовальны 


а ь У 5" 
: 


Таже эллипсы называются подобными. Съ увеличенемъ абсо- 
лютной величины 2, эти эллипсы уменьшаются. Если 1, ==е, то 
эллипсъ обращается въ точку, если г, >, то плоскость не будеть 
пересфкать элпинса: оси эллипса будуть мнимыя. То же самое можно 
сказать и о сЪченяхъ плоскостями, параллельными другимъ пло- 
скостямъ координать. 

Вычерчивая эллипсы (5) и (6) и абрисъ, касающйся каждаго 
изъ этихъ эллипсовъ въ двухь противоположныхь относительно 
‘центра точкахъ, мы и получимъ изображеше изсльдуемой поверх- 
ности — эллипсоида (черт. 132). Величины 2а, 25, 2е называются 
его осями. Вообще говоря, эти оси не равны между собою. Такой 
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эллинсоидь называется трехоснымтъ, Но если окажется, что 


дзЪ оси равны, т.е. 


в или фо, 


то лини сЪченя плоскостями, параллельными въ первомъ случаъ 
плоскости (у), во второмъ плоскости (у2), будуть ‘кругами. Эллип- 
соидъ называется тогда эллилсоидомъ вращен!я, такъ какъ 
такой эллипсоидъ можетъ быть полученъ вращешемъ эллипса около 
одной изъ осей. Еспи элянпсъ вращается около малой своей оси, 
то эллипсоидъ вращен!я называется сжаты мъ или сфероидомъ, 
еспи эллипсъ вращается около большой своей оси, то эллипсоидъ 
вращеня называется растянутымъ. 


Задача. Уравнеше эллипса на плоскости (лу) 


ма 
ри 


Этоть зллиись вращается около оси 2л или около оси 25. Написать уравнене 
зллипсонда вращеня, попученнаго въ томъ и другомъ случаф. 


8 5. Гиперболоиды. Обратимся теперь къ изслфдованю поверхно- 
стей, выражаемыхъь уравненями 


м ил = 

м я=1 о 
и 

аи а 

ча Ня пя 7-1, ® 


называемыхь гиперболоидами перваго рода (7) или второго ро- 
да (8). 

Находимъ, какъ раньше, лин пересёчешя этихъ поверхностей 
координатными плоскостями и плоскостями параллельными. 

1. Гиперболоидъ перваго рода даетъ въ сфчени съ плоскостью: 


а) лу (#=0) зллипсъ: 


жи 
Энен ® 
Ъ) 2х (у=0) гиперболу: 
Е 21 00 


©) уе (===0) гиперболу: 
аа и 
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4) Плоскость, параллельная плоскости (ху) и отстоящая отъ нея 
на разстояши # = я,, пересЪкаетъ эту поверхность по кривой, уравне- 
не которой въ плоскости 5—2, имфеть видь 


аа 
или =" 

и, 

[ р У г Е {12) 


По этому уравненйо можно заключить, что разсматриваемое съчене 
будеть эллипсъ. Мьняя з,, мы получимъ рядъ подобныхь эплипсовъ. 
такъ какъ оси ихъ пропорщональны: 


УЕ, „УЕ _ УЕ, УЕ _оь. 
с с р с 


Съ увеличешемъ абсолютной величины 2, эллипсъ сёчешя увели- 
чивается. При всякой дЪйствительной величин® 2, оси эллипса 
будуть дьйствительны. Такимъ образомъ, 
гиперболоидь перваго рода простирается 
безгранично въ томъ и другомъ направ- 
лени оси 2. Вычерчивая сфчены {9), (10), 
(11) и два сьчены плоскостями #=2, и 
2=—2„ МЫ и попучимъ представлене о 
форм этой поверхности (черт. 133). Абрисъ, 
котораго коснутся эти сфчешя въ даме- 
трально-противоположныхъ точкахъ, иметь 
гиперболическую форму. . 

2. Пересфкая гиперболоидъ второго рода, Черт. 133. 
представляемый уравнешемъ (8), 16ми же 
плоскостями, какъ и гиперболоидь перваго рода, мы получимъ слЪ- 
дующе результаты. 

а) Плоскость лу (г==0) не пересфкаеть совсёмъ разсматривае- 
мой поверхности, иначе—пересфкаетъ ее по мнимой кривой: 


пи. 
+= 


аз) 


5) плоскость = (у=0) пересфкаеть по гипер боль: 
4 
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с} плоскость уз (х=0) также по гиперболь: 


в: 
са 


; (#5) 
4) плоскость, параллельная плоскости 2у (2==#:), если |=; | >е, 
пересфкаетъ по эллипсу: 


=? Е: 


СУЯр =] 


если |2, 30, по мнимой кривой, иначе не пересЪкаетъ поверхности, 
если г, —е, то плоскость имветъ только одну 
дьйствительную общую точку съ поверкностью 
#=0, У=0, 2, = 6, ибо уравнеше (16) или 
уравнене 


1, [6 


при 7, ==6 обращается въ уравнеше 


эт 
ати- 
Черт. 134. . 
Такимъ образомъ, между плоскостями #=—6 и #==е нёть 


ни одной точки этой поверхности, которая лежитъ внф этого про- 


странства выше плоскости 2=е и ниже плоскости я==—-с, обра- 
зуя, такимъ образомъ, дв полости. Съ увеличёшемъ абсолютной 
величины я эллипсь съченя (16) увеличивается. Гиперболы (14), 
{15) имъютъ дБйствительныя вершины на оси #. Вычерчивая сфченя 
{14), (15) и два сёчея плоскостями #=2 и #= — 2, гдъ | я, | >е, 
мы и составимъ представиене о форм этой поверхности (черт. 134). 
Абрисъ имфетъ гиперболическую форму. 

Гиперболоидъ второго рода называется также двуполостнымъ, 


 гиперболоидъ перваго рода—однополостнымъ. 


` $ 6. Асимптотичесвй конусъ. Если какую-нибудь точку М(х, у, =) 

того или другого гиперболоида соединить ст, началомъ координатъ (©) 
и удалять точку М по поверхности въ безконечность, то пря- 
мая ОМ въ предфиь займеть попожеше одной иаъ образующикь 
нЪкотораго конуса. уравнеме котораго 


2 в 28 
о (1) 
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и который называется асимптотическимъ (черт. 135), Въ самомъ дёль, 
пусть В (2, И, 2) какая-нибудь точка прямой ОМ (черт. 130). Ко- 
ординаты точень Ми В по предыдущему (8 3) пропоршональны: 


= &. 


А, =, + 


Чфмъ больше факторъ пропоршональности #, тмъ дальше точка М 
отъ начала координатъ. Координаты точки т 
М (х;, у, =) должны по условю удовлетворять 
уравнению гиперболоида: 


| 
С. и: и 


Знакъ -- во второй части берамь въ случаь 
гиперболонка однополостнаго; знакъ—вЪъ слу- 
чаф двуполостнаго. Изъ предыдущаго урав- 
нейя имфемъ 


При Ё==о0, т.е. когда точка № удаляется какъ-нибудь по поверх- 
ности въ безконечность, получимъ 
ПЕ 
за, 
т.е. оказывается, что координаты точки В(2;, У, #,) удовлетворя- 
ють уравненио конуса (3 3), сльдовательно, лежать на этомъ ко- 
нусЪ и прямая О3/ служить образующей его. 

Если а, Ви с для обоихъ гиперболоидовъ одинаковы ипи про- 
поршональны, то асниптотичесый конусъ у никъ будеть общимъ. 
Гиперболоидъ одкополостный лежитъ внЪ этого конуса, а двупо- 
лостный внутри его. 


$ 7. Прамолинейный образующя гиперболоида перваго рода. Выше 
было отмфчено, что всякая прямая пересфкаетъ поверхность вто- 
рого порядка не болье кекъ въ двухъ точнахъ, или же вся ум 
шается на поверхности {$ 1). Этотъ послЪднйй случай можеть имфть 
мЪсто на однополостномъ гиперболоидь. Въ самомъ дфлф, рышая 
совмёстно уравнене этого гиперболоида 


@) 


4 
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и уравневя какой-нибудь прямой 


<) 


ТДЬ 2’, У, г! координаты нЪфкоторой опредфленной точки Р этой 
прямой, а Г, М, №— ея коэффищенты направлен, изсльдуемъ, 
при какихъ условяхъ данная прямая умщается вся на поверхности. 
При рьшени введемъ вспомогательную неизвфстную $, обозначая 
этою буквой общее отношене уравнен!й (2): 


[52 


Изъ уравнешй (3) имфемъ: 


= им. 


т, у=У- МЕ, 


Подставляя эти выражены для х, у, 2 въ уравнеме гиперболоида, 
получимъ 
рт им ем _ 
я тя _ 


а _ 


Располагая это уравнене по степенямъ #, находимъ 
м М? УМ 2» у 
Я и 


Для того, чтобы прямая вся умфщалась на гиперболоидЪ, необхо-` 
димо, чтобы # было неопредъленнымъ, т.-е. чтобы козффишенты 
уравненй (4) въ отдльности обращались въ нуль: 


28 _ № ит ум 


р 
Ян ми 


в я- 


Послфднее уравнене показываетъ, что точка Р (2', у’, 8') должна 
лежать на поверхности; первыя два опредфляютъ направлеше пря- 
мой, проходящей черезъ точку Р (х', у', #') и умЬщающейся на 
поверхности. Для опредфшеня направлен!я прямой достаточно знать 
отношен1я ея коэффишентовъ направленя, т.-е. отношеня 
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зослф дъленЯ перваго на №, а второго на М№ можно прадставить 
ЭЪ ВИДЬ 


БОЕ с 


Для опредфленя двухъ неизвфетныхь х и и мы имъемъ 


такимъ образомъ достаточное число уравненй — два уравненя. 
“Сльдоватепьно, поставленная задача — задача изыскан!я прямой, 
`умыщающейся на поверхности — возможна и вопросъ заключается 
лишь въ томъ, будуть ли рЬшены этихъ уравнешй дЪйствительны 
‚или. книмы. 

Напишемъ уравнен (5) или (5') въ такомъ видЬ: 


(мун (9+8 65) 


и обозначимъ ради краткости выражен, содержация неизвфстныя 
Ги М, черезъ и и т, а коэффищенты при нихъ черезъ {и ж: 


5") 


1, М, 
ау" хо“ 


ы: 4 
ат = ат. © 


ПослЪ введеня такихъ обозначешй уравнены (5") принимают видъ 


ЙЕ и мин. 45" 
ТРьшая эти уравненя, находимъ: 


= 


ча, шие = 1-9, ©) 


та —м -(—5) мля ем) 50, 


_ УВ Я и ру 1 
при = Дж 


« 


8) 


Преобразуемъ подкоренное выражеше въ полученномъ рЁшени, за- 
ыфняя ри т ихь значенями: 


2, вуз 


Вт да — 


14* 
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Точка Р (х', у’, #=') пежитъ на поверхности; слфдовательно, 


в 
1 и Пит 


си я дЬйствительныя числа, а потому —„ — положительное чис- 
7 


ло, а, стало быть, для и и ф получаемъ по два дфйствительныхт. 
рьшеня (8 и 7). Сльдовательно, по два дфйствительныхь значеня 
имБюТь и искомыя отношены коэффишентовь направлены, какъ 
слЬдуеть изъ формулъ (6} и (8). 

Такимъ образомъ черезъ каждую точку Р (2', у', #') однопо- 
лостнаго гилерболоида можно провести двЪ различныхъ прямыхъ, 
умьщающихся на этой поверхности. Обозначимъ одну изъ нихъ. 
черезъь рф, другую черезъ 4. Если на прямой р возьмемъ рядъ то- 
чекъ И, М,, М,,.., то черезъ каждую изъ нихъ, кромф прямой р, 
по предыдущему проходитъ по одной прямой 4,, 4, 4...., иначе— 
при движени точки М по прямой р прямая 4 будетъ перемьщаться, 
оставаясь на поверхности, своимъ движешемъь образуя поверх- 
ность. Прямыя 4, 4,, 4, составляютъ серю прямолинейныхъ. 
образующихъ. Но точка М можетъ перемфщаться по прямой 4, 
занимая рядъ положений №, М", М"'.. Изъ каждой точки АР, 
М", М"... кромЪ прямой 9 выходить еще по одной прямой; назо- 
вемъ ихъ р, Р,, 2... которыя составляютъ вторую серю прямо- 
линейныхь образующихъ, 

ДвЪ прямолинейныхъ образующихъ, принадлежащихъ одной сери, 
напр. образующя 4, и 4 не пересъкаются, ибо иначе он 
виЪетЬ съ прямой р, ихъ пересёкающей, лежали бы въ одной пло- 
скости, и, стало быть, всякая прямая этой плоскости, пересфкая этн 
три прямыя р, 4, 4», пересЪкала бы поверхность въ трехъ точкахъ, 
что невозможно. 

Каждыя дв прямолинейныя образующя разныхъ серй, напр. 
феи 4ь пересфкаются. Въ самомъ дьлЪ, прямыя 4 и р по спре- 
дьлентю переефкаются и потому лежать въ одной плоскости— 
обозначимъ ее черезъ а: 


«={Ф, 9. 


Плоскость &, кромЪ точекъ, лежащихь на прямыхъ р й 4 не 
имЪфетъ съ поверхностью общихъ точекъ. Но плоскость & пере- 
сфкаеть каждую прямую р; всЪ точки которой принадлежать по- 
верхности. Точки пересфченя прямыхъ р; съ плоскостью & не могутъ. 
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лежать на прямой р, ибо двф прямолинейныхь образующихъ, при- 
надлежащихь одной семи, не пересфкаются. Слёдовательно, 
эти точки должны лежать на другой прямой гиперболоида, лежа- 
щей въ этой плоскости, т.е. на прямой 9; А это и значить, что 
прямыя р; и 4;, принадлежащя къ разнымъ серямъ прямоли- 
нейныхь образующихъ, пересфкаются. 

Такимъ образомъ прямолинейная образующая одной серйи, пе- 
ремфщаясь по гиперболоиду, пересфкаетъ всф прямыя второй сер 


Черт. 136. Черт. 137. 


и этими прямыми направляется въ своемъ движени. Поэтому одну 
‘изъ двухъ сей прямыхъ, лежащихъ на гиперболоидЬ, можно на- 
звать серей прямолинейныхь образующихъ, другую — семей 
направляющихь (черт. 136). На чертежф 137 представленъ 
гиперболоидъ съ одной серей прямопиней- 
ныхЪ образующихъ и мнимою осью, напра- 
вленной въ сторону зрителя. 

Плоскость, соединяющая прямолинейную 
образующую, напр. р’, и направляющую 4, 
пересфкаетъ гиперболоидъь по этнмъ 
двумъ прямымъ. Всякая прямая въ этой 
плоскости, проходящая черезъ точку М пе- 
ресъчешя прямыхъь р; и 4, имфеть съ 
поверхностью двф слившихся въ одну Черт. 138. 
точки, т.е. касается поверхности. Пло- . 
кость (1,4: ) является такимъ образомъ теометрическимъ мЪ- 
стомъ касательныхь прямыхъ къ поверхности въ точкь 3! и по- 
тому будеть касательной плоскостью къ гиперболоиду въ этой 
точкЪ (черт. 138). 

Изгибъ гиперболоида въ каждой точкф сфдлообразный, а не 
такой, какъ у шара или эллипсоида, и потому касательная 
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плоскость въ то же время пересфкаетъ поверхность по двумъ. 
линямъ, перекрещивающимся въ точкЪ прикосновеня. Такого рода. 
точки какой-либо поверхности называются гиперболическими. Точки 
же поверхности, окопо которыхъ поверхность изогнута какъ шаръ. 
или эллипсоидъ, называются эплиптическими. Точки поверхности, 
обладающ!я переходнымъ свойствомъ отъ свойствъ гиперболиче- 
скихъ къ свойствамъ эллиптических, называются параболически- 
ми точками поверхности. Такбвы, напр., точки цилиндра и конуса- 


8 8. Параболонды. Поверхности, представляемыя уравненями 


ти . 
Ра аз 
22 у 

; — — 22, (14 


называются параболоидами, первый (13) эллиптическимъ, второй 
{14} гиперболическимъ, 

Эллиптическ!й парабопои’дъ перес®кается плоскостью. 
жу (#—0) по пин: 


ям 
Ро = 0, 
р в 


но такъ какъ р и 4 мы считаемъ положительными, то это уравнене- 
удовлетворяется дЪйствительными: значешями координатъ лишь при 
2—0 и У-=0, и плоскость жу лишь касается 
этой поверхности (черт. 139). Плоскость #е (у—0} 
пересёкаеть параболоидъ по параболь 


и? — Эрг. {15} 


Плоскость ух (1==0) пересфжаетъ также по па- 
раболь 


Черт. 139. 


= 942. (16) 


Плоскость, параллельная плоскости 2у (в 
эллипсу 


если #, >> 0, пс. 


ИЕ В 
Зри + За 


=1, (17) 


а если 2, <50, то по‘мнимой кривой, иначе — совсьмъ не пересЪ- 
хаетъ. Если д, начиная отъ нуля, безгранично увеличивается, то 
и эллипеъ сёченя (17) увеличивается, оставаясь подобным себь 
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во всыхъ положен!яхъ, Вершины его при этомъ движутся по пара- 
боламъ (15) и (16). 

Этими сёченями и опредфляется форма элпиптическаго парабо- 


лоида. 
Гиперболическ!й параболоидъ. Пересфкая понерхность, 


опредъляемую уравнешемъ 


тьми же, что и въ предыдущихь случаяхъ, плоскостями, находимъ 


въ пересьчени слфдующя лини, 
Въ пересьчени съ плоскостью у (г —0) получается пара прямыхъ: 


ре Я 


Сльдовательно, плоскость жу касается параболоида (ерв. $ 7). 
Плоскость 2х (у==0) пересёкаеть поверхность по параболь 


ал = Эрг, 
ось которой направлена вверхъ; плоскость уг (х==0) по параболь 
Э=-—2, 


ось которой направлена внизъ. Съ плоскостью, параллельной ппо- 
2,), поверхность пересфкается по гиперболЪф: 


скости ду (# 


Если 2,>>0, то дьйствительная ось этой гиперболы направлена 

по оси х, а мнимая по оси у, если же 2, < 0, то наоборотъ. Кром 

того, плоскость, параллельная плоскости уз (х=х,}, пересъкаетъ 

поверхность по лараболЪ: 

а з 2 
ИЕ, или и--н(:-1 . 
р 2 

Будеть ли х, положительнымъ или отрицательнымъ, парабола имф- 

етъ тоть же видъ: ось ея направлена внизъ, а вершина на вы- 
2? 

СОТ Е. 
2р 
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Эта поверхность имЪфеть видъ, изображенный на черт. 140. Пло- 
‹кГя сЪченя гипербопическаго параболоида суть параболы или ги- 


Черт. 140, 


перболы. Плоск!я сфчешя эллиптическаго параболоида—параболы 
или эллипсы. ` 


$ 9. Прамолинейныя образующия гиперболическаго параболоида. 
Гиперболичесвй ‘параболоидфъ принадлежитъь къ числу линейча- 
тыхъ поверхностей, содержитъ также двЪ сери прямолинейныхъ 
образующихъ, какъ и линейчатый гиперболоидъ, и можеть быть 
описанъ движущейся опредфленнымъ образомъ прямой лишей, имен- 
но движущейся паралиельно нфкоторой плоскости. 

Въ самомъ ДЬиЬ, рёшая совиёстно подобно тому, какъ это мы 
дЬлели въ случаъ однополостнаго гиперболоида (8 7), уравнеше 
гиперболическаго параболонда 


‘и уравненя прямой 


находимъ для вспомогательнаго неизвЪстнаго { квадратное урав- 
неше 


Е М лу 
г + №, 


я 
их) 1+ (==) в=0. 
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Для того, чтобы прямая умыщалась вся на поверхности, необходи- 
мо, чтобы всЪ три коэффишента обратились въ нули: 


21%. 


Первое уравнеше показывает, чтб точка (х,, у, 2,), лежащая на лря- 
мой, должна лежать и на параболондЪ. Изъ двухъ послзднихъ ураз- 
ненй опредёляются два рёшеня для козффишентовъ направленя 
прямой, умьщающейся на поверхности. Именно изъ третьяго имЪемъ 


‘откуда 


изъ второго 


откуда 


ЗЕ 
У \-= УР Уз 
№ р \1 
СлЬдовательно, 
Тм: = УР: (7-ю 
ы Е 
2) ти: м" а ` 


Такимъ образомъ, разсуждая подобно тому, какъ это мы сдлали 
относительно образующихь однополостнаго гиперболоида ($ 7), 
приходимъ къ заключено, что на гиперболическомь параболоидь 
двЪ’ серм прямопинейныхь образующихъ, изъ которыхь каждая спу- 
жить сешей направляющихъ для другой. Вс образуюцщя одной се- 
ри параллельны проходящей черезъ ось 2 плоскости, опредЪ- 
ляемой уравненемъ 
У =-—Уу=0; 
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ибо коэффищенты направлешя Х/, М’, №" и коэффищенты уравненя 
этой плоскости удовлетворяютъ условию параллельности (стр. 149); 


1.М- М. УБЕ 0 = УМРУ. 


Точно также всЪ образующя второй серм параллельны другой, 
также проходящей черезъ ось 2 плоскости: 


Ут=--Уру=0, 


= Ур. У —Уа.Ур-0. 


На чертежь 141 изображенъ гиперболически 
параболоидъ съ одной серфей прямолинейныхь образующихъ. 


$ 10. Плосмя сфчен поверхности второго порядка. Всякое плоское: 
с5чене какого-либо цилиндра второго порядка {$ 2) есть кривая 
второго порядка, т,-е. кривая, выражаемая уравнешемъ второй 
степени относительно текущихь прямолинейныхъ координатъ. Въ. 
самомъ дВиВ, пусть мы имфемъ уравненше второй степени цилинд- 
рической поверхности съ образующими, параплельными оси д? 


К, у) =0, а 
или 
алай --Зазау Рав -- Заре -- Зву роз =0. 


Какая-либо плоскость 
А#-- Ву 6:--Р=0 (>> 


пересфкаеть цилиндръ по кривой. Примемъ за оси координатъ 0'Х, 
0’У въ этой плоскости (2) прямыя пересъчешя ея съ плоскостями 
координатъь 20х и #Оу. Эти новыя оси — въ общемъ случаф косо- 
угольныя——наклонены къ осямь 0% и Оу подь нЪкоторыми угла- 
ми—-обозначимъь ихь черезъ с и А. Какая-либо точка М кривой 
пересёченя икЪеть координаты въ плоскости (2) Х, У, а проекшя. 
этой точки—точка М, на плоскости хОу—имфетъ координаты #, у. 
Такъ накъ абсцисса х есть проекщя абсциссы Х и ордината у— 
проекщя ординаты У, то (стр. 168) 


2=Хеви, у= Усов. 
р 
Точка М, пежитъ на кривой, служащей основащемъ цилиндра, и 
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координаты ея должны удовлетворять уравненро (1). Спьдовательно, 


Р(Кеви, Уз в) =0. а 


Уравнене (1) второй степени относительно 2 и у, поэтому и урав- 
нене (1') второй степени относительно Х, У. Такимъ  образомъ 
координаты любой точки М лиши пересьчешя плоскости (2) съ 
цилиндромъ (1) удовлетворяютъ уравнению ‘второй степени (1'), т.-е. 
кривая пересёченя есть кривая второго порядка. 

Точно также и всякое плоское сёченше какой-пибо поверхности 
второго порядка есть кривая второго порядка. Въ самомъ дЬлф, 
пусть разсматривается сфчене эллипсоида 


Жи ао ® 


съ плоскостью 
да-- Ву р=о. @) 


Этимъ двумъ уравненямъ совмфетно должны удовлетворять коор- 
динаты уточекль пересфчешя плоскости съ эллипсоидомъ. 
Исключаемъ изъ этихъ уравнен! 2, т.е. опредфлимъ изъ 


уравненйя (2) 2 и вставимъ полученное выражеще въ уравнене (3): 


Е 


Г 


аж ВВ 
2-— Чаи ; и ив 
По раскрыти скобокъ въ послфднемъ уравнени получимъ уравне- 
ще второй степени относительно 2 и у, которому должны удовле- 
творять абсцисса и ордината любой точки пинм пересфчейя эллип- 
соида (3) съ плоскастью (2): 


Ы вр 
иене 


28 
+ бя 1 в 
Это уравнеше представляетъ въ пространств цилиндрическую по- 
верхность второго порядва, проходящую черезъ линю пересЪ- 
чены эллипсоида съ плоскостью. СлЪдовательно, разсматриваемое 
сьчеше эплипсоида (3) съ плоскостью есть въ то же время и пло- 
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ское сёченше цилиндрической поверхности второго порядка, т.-е. 
есть кривая второго порядка. 

Теперь не трудно убфдиться, что въ сЪчеши поверхности вто- 
рого порядка параллельными плоскостями получается рядъ подоб- 
ныхЪ и подобно расположениыхъ кривыхъ второго по- 
'рядка. Но прежде выяснимъ, что мы разумвемъ подъ подобными и 
подобно расположенными кривыми второго порядка. 

Подобныя и подобно расположенныя кривыя вто- 
рого порядка. Если какую-либо точку О на плоскости, въ ко- 
торой лежитъ какая-либо кривая И (черт. 142), ‘соединимъ съ ка- 
ждой точкой М этой кривой и полученные отрфэки ОМ увеличимъ 
или уменьшимъ въ одномъ и томъ же отношени #— 


ом 
ом 


то концы М! измфненныхь отрзковъ лежатъ на новой кривой Г”, 
подобной первой и подобно расположенной съ, нею. 
Такъ увеличивъ всё полумаметры эллипса (черт. 143), напр., 


м 


Черт. 142. Черт. 143. 


вдвое, мы получимъ эллипсъ, подобный первому и подобно съ нимъ 
расположенный —имфющ съ прежиимъ одинаковую форму и лишь 
въ размфрахъ своихъ измёненный. 

ДВЬ кривыя второго порядка, отнесенныя къ однмъ и тЬмъ 
же осямъ координать или къ осямъ параллельнымъ, подобны и 
подобно расположены, если старше члены ихъ уравнейй имфють 
соотвфтственно равные илн пропоршюнальные коэффишенты. Въ 
самомъ дёлЪ, пусть мы имфемъ двф кривыя второго порядка, урав- 
нен которыхъ удовлетворяють этимъ услов!ямъ; 


атий -|- Заину пря -- Зав +. Заву 0 = 0 [о 


ная + Занеу ну Зе р Зву Вы 0. ® 
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Параллельное перенесене осей координатъ не изыфняетъ коэзффи- 
щентовъ старшихъ членовъ уравненя (стр. 124). Перенесемъ начало 
координать въ центръ 0’ (черт, 144) первой кривой и второй разъ 
„въ центр О” второй. Получимъ уравнешя тЬхъ же кривыхъ, от- 
несенныхь КЪ различнымъ, но соотвфт- 


ственно параллельнымь осямъ коорди- ы 
натъ, въ вид 
чи? 2арту -- азий Ред = 0, 5) им 


ви Ха 24Х у-ва =0. 6) 


Пусть №! какая-нибудь точка пер- 
вой ‘кривой. Проведемъ изъ центра О" Черт. 144. 
второй кривой прямую, параллельную 
прямой О'М!, получимъ на второй кривой соотвфтственную 
точку М". Координаты точекь М’ и №” относительно соотвЪт- 
ствующихъ’ обей будуть 


2-м, уемм; хХ-О"М, уе. 


Изъ подо@я треугольниковъ 0'М'М', и О"М"М", слфдуетъ: 


<“) 


гдь #-- величина общаго отношения соотвЪтственныхъ координатъ. 
При движени точки № по первой кривой будетъ соотв®тетвенно 
перемфщаться и точка М" по второй кривой; при этомъ будуть 
мЬняться и координаты ихъ. Но если мы докажемъ, что общее 
отношеше # соотвётственныхь координать при этомъ не измфняет- 
ся, то тьнъ самымъ будетъ доказано, что разсматриваеныя кривыя 
подобиы и подобно расположены. Изъ пропорщи (7) слдуетъ 


ФЕХЬ уе ГА. 


Координаты х, у точки М должны удовлетворять уравненго (5'): 


аи (3 -- За 3 - вый па = 
или 


ви ых вву-- в“) 


Такимъ образомъ координаты Х, У точки М" второй кривой удо- 
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влетворяютъ уравненю (5"), но онф должны удовлетворять урав- 
неню (6!) этой кривой. СлЪдовательно, уравненя (5“) и (6'} то- 
ждественны, и поэтому посльдше ихъ члены равны: 


[а м. 
К 


т.-е. разсматриваемыя кривыя подобны и подобно расположены. 

Параллельныя сычен!я поверхности второго по- 
рядка. Теперь разсмотримъ рядъ параллельныхъ сфченй поверх- 
ности второго порядка, напр. эллипсоида 


8) 


И 


Въ уравненыхь параплельныхь плоскостей можно считать козффи- 
щенты при текущихь координатахъ одинаковыми, послфдше же 
члены должны быть различны. Такимъ образомъ, давая послфдне- 
му члену Р въ уравнени плоскости 


да-- В Г 02--р= 


различныя значення ДР, П,,... мы будемъ получать уравненя па- 
ралпельныхъ плоскостей. 


Исключая изъ уравненйй (3) и (2) 2, мы получимъ уравнеше 


в АВ др ВР 
я + 2“ + а] +2 от 2 ве ау 
т 
+[ аа- 1 ]-° {9 


эъ которомъ коэффищенты старшихъ членовъ не зависять отъ пе- 
ремьннаго коэффищента Г. Слдовательно, при различныхь значе- 
няхь Р,т.е.Л,, Г)... это уравнене представляеть рядъ подобныхъ 
и подобно расположенныхь кривыхъ второго порядка. Но эти кри- 
выя будутъ проекщями кривыхъ, получаемыхъ въ пересёчени эл- 
лиисоида съ параллельными плоскостями. Для полученя уравненй 
этихъ сфченй относительно осей координатъ, соотвфтственно рас- 


ГЛАВА УШ. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА, 223 
положенныхь въ сфкущихъ ппоскостяхъ, нужно, какъ было раз- 
<мотрЬно выше, замфнить хи у ихъ выраженями Хсоза, Усоз 2, 
тдБ а и В— опредЬленные углы, не мняющеся при движен!и точки 
по какой-либо кривой пересьчен!я. Послф такой замфны получимъ 
уравнеще сЪчешй 


1 А 1 В 
[++ ааа [5 ам 2-2 од емеен ХТ 
др ВР изу 
Ч вех Зла ив У [ди 1 ] =0. [2 


Въ этомъ уравнеми коэффищенты при старшихъ членахъ не зави- 
сятъ оть Р и остаются постоянными при измфнени Г), т‚е, кри- 
выя пересфченя эплипсоида (или какой-нибудь другой поверхности 
второго порядка) съ параллельными плоскостями подобны и подобно 
расположены. 


$ 0. Круговыя сфчешя поверхностей второго порвдка. Круговыя 
сЪченя можно получить на тёхъ поверхностяхъ второго порядка, 
на которыхъ есть эллиптическя сфченя. Къ такимъ поверхностямъ 
принадлежать ‘эллипсоидъ, гиперболоиды того и другого рода, 
эллиптичесый  параболоидъ, ковусъ и 
эллиптичесй цилиндръ. Возьмемъ, напр., 
эллипсоидъ 


эл, а 
яНытя— 


и пусть а будетъ наибольшей полуосью, 
$- средней, а с— меньшею: 


в>Ь> в. 


Проводимъ нлоскость черезъ ось у (черт. 145). Въ сьчеши съ эл- 
липсоидомъ получимъ эплинсъ, симметрично расположенный отно- 
сительно плоскости #Ох, и спфдовательно, полуоси этого эллипса 
будуть Ви @, гдф @-одинъ изъ полушаметровъ эллипса 


ги 
те 


При вращени сфкушей плоскости около оси Оу полущаметръ 4 
непрерывно мфняется, увеличиваясь отъ с до @ и потомъ уменьша- 
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ясь отъ @ до с, и сифдовательно, два раза дьлается равнымъ $. 
Такимъ образомъ можно провести черезъ ось Оу дв плоскости, 
симметрично расположенныя относительно плоскостей координатт, 
и эти пиоскости пересфутъ эллипсоидъ по эллипсамъ съ равными 
полуосями 8—4, т.-е, по кругамъ. Въ сфчеши съ плоскостью, па- 
раплельною какой-либо изъ этихъ двухъ плоскостей, получимъ, 
согласно 8 10, кривую, подобную кругу, т.-е. тоже кругъ. Такимъ 
образомъ на эллипсоидЬ мы можемъ получить двЪ сер!и круговыхъ 
сфчешй. Въ пересёчени эялипсоида съ плоскостями, проходящими 
черезъ ось 02 или Фу, получить дЪйствительнаго круга нельзя, 
ибо одна изъ полуосей сёчены будеть всегда или больше, или 
меньше другой. 

Когда плоскость кругового сёченя, перемфщаясь параллельно 
самой себ, коснется эллипсоида, то кругъ сфчешя обратится въ 
точку прикосновеня, и эта точка называется точкой округле- 
и! я эллипсоида. Какъ нетрудно сообразить, эллипсоидъ имъетъ 
четыре точки округленя. 


Такъ какъ старые члёны уравнешй гиперболоида однополост- 
наго`и гиперболоида двуполостнаго 


Ре 
эт 


при одинаковыхъ а, $, с одинаковы, то сфчешя 
ихь любою плосностью будутъ кривыя подобныя 
и подобно расположенныя; подобная же кривая 
получится и въ сфчеши той же плоскости съ 
общимъ ихЪ асимптотическимь конусомъ 


ий 
энитя- 


Черт, 146. 


Сльдовательно, и круговыя сьчешя этихъ трехъ 
поверхностей будуть въ тхъ же самыхъ плоскостяхъ. 

Если мы найдемъ круговыя сфчешя гиперболоида однополост- 
наго, то этимъ самымъ мы найдемъ круговыя сфчешя остальныхъ 
поверхностей. 

Пусть а->; проведемъ плоскость черезъ ось Ол (черт. 146), 
въ съчейм съ однополостнымъ гиперболоидомъ получимъ эллипсъ, 
симметрично распопоженный относительно плоскости 0; одна изъ 
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полуосей этого эллипса а, другая 4, спужащая однимъ изъ полу- 
даметровъ гиперболы 

Е 

%- з 1, 

При вращен!и сЪкущей плоскости около оси Ох вЪ ту или другую 
сторону полуось 4 непрерывно и безгранично увеличивается, начиная 
съ ф и, сльдовательно, дёлается два раза равной а; такимъ сбразомъ 
можно провести деф плоскости черезъ ось Ох, каждая изъ которыхъ 
пересЪкаетъ гиперболоидъ по эллипсу съ равными полуосями, т.-е. 
по кругу. Параллельныя плоскости также пересёкаютъ гиперболо- 
идъ по кругамъ. Ни одна изъ этихъ параплельныхъ плоскостей не 
коснется гиперболоида. Такимъ образомъ на гиперболондё имъются 
дв сери круговыхъ сёченй и ни одной точки округления. 

Ть же плоскости даютъ круговыя сфченя на двуполостномъ 
типерболоидь и на асимптотическомн кснусЪ. При этомъ четыре 
изъ этих плоскостей коснутся двуполостнаго гиперболоида и точки 
прикосновеня будутъ точкамн округленя его. 

Для отысканя круговыхъ сфченй на эллиптическомъ парабо- 
лоидф 


@) 


если р>>0, проведемъ сфкушую плоскость параллельно оси Ох. 
Уравнене этой плоскости не волжно содержать 2; 


ву о-р-=0. ©) 


Исключая изъ уравненй (1) и (2) 2, мы получимъ уравнеше про- 
екц!и на плоскость хОу кривой пересфчешя разсматриваемой пло- 
скости съ параболоидомъ: 


ат. 3) 


Составимь уравнене кривой пересфчен!я, принявъ за оси 
координать 0'Х, 0'У прямыя пересфчешя плоскости {2} съ пло- 
скостями 20% и у0. Пусть плоскость (2) наклонена къ плоскости 
=0у подъ угломъ с. Этотъ уголь « будеть въ то же время и 
угломь между осями Оу и ОТ, ось же О'Х параллельна оси Ол. 


Сльдовательно, 
ни у Уса [© 
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Замвняя ди у въ уравнени (3) этими ихъ выраженями, мы и 
попучимь уравнеше кривой пересфченя, отнесениой къ прямо- 
угольнымъ осямъ 0'Х, 0’У: 
Х, Узи 
Е) а 


В Ува - В 
=— 3 Вир 6) 


Кривая второго порядка, данная относительно прямоугольной си- 
стемы координатъ общимъ уравнешемъ 


аа? -- Заре -- арб -- Заза | Зану -аз =0 


будеть кругомъ, еспи а,=0 и а. ==а, (ср. стр. 66). Сльдо- 
зательмо, уравнеще {5} представляетъ кругъ, если ° 
тои 
р Я 
Отсюда можно опредфлить два значеня для 
косинуса угла наклона сфкущей плоскости 
{2) къ плоскости 20у: 


я 
Черт. 147. ва = =ц/-. . 


Такимъ образомъ черезъ каждую прямую, параллельную оси Ох 
(черт. 147), можно провести дв плоскости, симметрично накленен- 
ныхъ къ плоскости 20х, и.эти плоскости пересфкутъ элпиптичесвй 
парабопоидъ по кругамъ. Параллельныя сЁченя будуть также кру- 
товыми. Изъ параллельныхь плоскостей круговыхъ сфченй двъ 
коснутся параболоида и точки прикосновещя будутъ его точнами 
`округлен!я. 

Подобнымь же образомъ можно убфдиться въ существовани 
двухь сер круговыхъ сёченй на эллиптическомъ цилинирф. 

Если поверхность второго порядка есть поверхность враще- 
н!я, то обЪ сери круговыхъ сфчешй сливаются въ одну: плоскости 
круговыхъ съченй перпендикулярны къ оси вращеня. 

Пользуясь круговыми сфченмями поверхностей второго порядка, 
можно устроить модели этихь поверхностей, вырфзавъ изъ бумаги 
достаточное чиспо круговъ, размфры которыхъ легко могутъ быть 
разсчитаны графически, и сцфпивъ круги различныхъ сер!й соотвЪт- 
ствующимъ образомъ. 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ 
и 


ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ. 


Первая часть. 


г ЛАВА 1. 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЯ ФУНКШИ. 


$1. Фунищи и ихъ опредфлене. Во введени (стр. 14) было отмЪ- 
чено, что изучене функшЙ составляетъ главную задачу высшей матема- 
тики. Этимъ и обусловливается главнымъ образомъ приложимость ея 
методовъ къ рышеню соотвфтствующихъ вопросовъ наукъ о природф. 

Изслвдоване того или иного явленя природы имфетъ цфлью 
установлен закона, объединяющаго однимъ выраженемъ, одною 
какой-нибудь мыслью разнообразныя стороны этого явлемя. Если 
въ изучаемое явленГе входятъ перемфиныя вепичины, то установие- 
не закона сводится къ установлено ° 
‘функщюнальной зависимости этихъ ве- 
личинъ. Такъ, изучене состояшя га- 
зовЪ при постоянной температур при- 
водитъ къ установленю закона Бойпя- 
Марютта 

ре рог 


ТАБ ри, в) — постоянныя величины, 
р — перемнное давлеше, © — объ- Черт. 148. 

емъ газа. Это уравнеше устанавливаеть функцюнальную  зави- 
<симость давленя и объема газа при постоянной температур$, зави- 
симость, которая можеть быть представлена графически въ видь 
хдной вфтви гиперболы, имъющей оси координатъ своими асимпто- 
тами (черт. 148) *). 


+) Такъ какь ри ›— величины разнородныя, то на чертежь единицы иъры 
пля ри р можно взять и нервными отрьзками. - 15* 
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Функщональная зависимость двухъ перемённыхъ величиньхи 
у =) 


состоитъ въ томъ, что каждому значению аргумента х изъ тЬхъ зна- 
ченй, кая онъ можетъ принимать, соотвфтствуеть опредЪпенное 
значеше функщи. Если аргументь д можетъ принимать любое зна- 
чеше въ предфлахъ отъь — со до-- со, т.-е. 


—©<=<+® 


и каждому его значенйю соотвфтствуеть опредьленное значене у,. 
то функшя опредьлена вполнЪ. 

Но въ зависимости отъ самаго опредленя разсматриваемой 
функщи или оть условЙ задачи, поставленной для иаспЪдованя, 
на измфнене независимаго перемфннаго можетъ быть наложено то. 
или иное ограничеше и функщя для нЪкоторыхъ зваченй аргумента, 
которыхъ можетъ быть и безчисленное множество, не будеть опре- 
дьлена. 


Примфръ 1. Произведене нёсколькихь первыхь чисел натуральнагс 
ряда 1.2.3... < явняется функшей посльдняго изъ нихъ (2): 


1.2,3.4....%, 


По самому опредфлению этой фуншы аргуманть 2 можеть принимать лишь ц- 
лыя зиаченя: #=1,2,3,....; фунаця у опредьлена лишь для цлыкъ зна-- 
ченЫй аргумента. 


= 
Черт. 149, Черт. 150. 


Примфръ 2. Площадь прямоугольника, мняющаго свою форму. но инь 
юшаго постоянный периметрь 24 (черт. 149). будеть фучкщей одной изъ сторонъ > 


у аа —1). 


Го самому опредьяеню этой неличины аргументь # можеть измфняться отъ > 
дов: 0<=<а. 
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Прнмфръ 3. Пусть фунишя опредфлена какъ ордината данной лини 
«черт. 150): 
‘ у= Аа), 


Абециссы концовъ этой лини будуть границами для изммен!я аргумента: 


«525%. 


Примёрь 4. Ордината точки М, явижущейся по прямой, расположенной 
‘как-нибудь относительно прямоугольной системы координатъ, является влолн® 
опредфленной функщей абсциссы этой точки: абоцисеа является независимымь 
переминымъ, неограниченнымъ въ своемъ иэмьнен. 

СоотвЪтстье значешя независимаго и зависимаго перемфнныхъ 
можеть быть установлено различными способами. Если функцональ- 
ная зависимость двукъ перемённыхь величинъ установлена указа- 
чщемъ тЬхъ ариометическихь или обще —анаяитическихь операшй, 
кавя нужно совершить надъ аргументомъ и постоянными, то функ- 
ия называется явною: 

9=Из). 
Если зависимость опредфпена уравнен1емт, въ которомъ указаны 
операцуи, совершаемыя надъ объиии перемьнными величинами— 
аргументомь и опредфляемой функщей, то послдняя называется 
жеявною функщей: 


Ех, у) 


Ръшая это уравнеше, если это возможно, мы сдлаемъ неявную 
чфункшю явною, т.е. второй случай сведемъ къ первому, 

Смотря по характеру ТЁхъ операщй, какя нужно совершить 
надъ постоянными и перемфнными для установлены функшональной 
зависимости, функши раздфляются на два обширныхь класса алге-. 
браическихъ функшй и трансцендентныхъ. - 

Алгебраичесмя функщи опредфпяются помощью алтебраическихь 
операщй, совершаемыхъ надъ перемфнными. Подъ алгебраическими 
операшями разумзются прежде всего прямыя дЪйств: сложеше, 
умножеше и возведеше въ степень съ цёлымъ показателемъ, потомъ 
операщи, необходимыя для ршешя урааненй, составленныхь по- 
мощью. этихъ дЪйствй; сюда, слЪдовательно, относятся, не исчерпы- 
вая всей совокупности этого рода операщй, вычитане, дЪленге, 
извлечене корня ипи возведене въ степень съ дробнымъ, положи- 
-тельнымъ или отрнцательнымъ показателемъ. 

Разсмотримъ прежде всего злементарныя функц; и того и 
‚другого класса. Къ нимъ сводятся обычно разсматриваемыя функщи. 
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Функщи, не сводящяся къ элементарнымъ, называются высшими’ 
‘трансцендентными. 


$2. Степень: у==х". Для попученя значеня функши, соотвфт- 
ствующаго данному значению аргумента, нужно возвести послфднее 
въ Я-ную степень. При в положительномъ и цфломЪ эта операщя 
сводится къ перемноженгю: напр., при я==5, у=.х.х.ж.5; 
при я дробномъ—къ извлеченно корня изъ произведен: напр., при. 
=3/, у= У=.1.5 при отрицательномъ ифломъ или дробномъ— 
къ дфлен!ю единицы на произведене или корень: напр., 


Если данное значеше аргумента иррацюнальное, напр,, #&=У2= 
=—1,414..., то предыдущя операщи— операщи вадъ нррашональ- 
ными чиспами— сводятся по опредфленю (стр. 8) къ вычисленю 
надъ приближенными значешями аргумента {1; 1,4; 1,41;..:.), ‘къ. 
вычисленю приближенныхь значеый искомаго результата, а сужде- 
ве объ истинномь результать есть сужден!е о предфл%. 
Такимъ образомъ разсматриваемая функшя при рацюнальномъ, 
т-е. цфломъ или дробномъ значеши показателя степени опредф-. 
лена вполнЪ для всякаго значеня аргумента. Но что’ разумъется 
подъ степенью при иррашональномъ показателВ? Какя операши, 
напр., надо совершить надъ аргументомъ для полученя соотвЪт- 
ствующаго значеня функши у или у ==”? Какой смысль 
ИМБЮТЪ эти символы? Для такихъ спучаевъ разсматриваемая функ- 
щя еще не опредфлена. Замняя ирращюональнаго *) показателя его 
приближенными значейями, мы можемъ составить вполнё опре- 
дЬленныя по предыдущему функши. Такъ приближеннымъ значе- 
вямъ л: 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159;.... соотафтствуютъ. 
опредёленныя степени: у=2?, у=д, угай, умй,.... 
Подъ символомъ ал мы должны разумфть функшю предёльную 
этихъ стеленей: вычислеше значенй этихъ степеней есть вычислеше 


*) Термин „иррашюнальное число“ употребляется въ двоякомъ смысль: въ 
болфе широкомъ-какъ число не ращональное, и болфе узкоиъ — какъ число,- 
получаемое при извлечены корня той или иной стелени, когда этот корень не 
извлекается точно, напр. И. Мы употребляемь въ вастоящемъ случаб этотъ 
терминъ въ боле широкомъ смыслЪ. Не всякое число, ирращональное въ пер- 
вомъ смысл, иррацюнально во второмъ. 
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приближенныхъ значенй опредфляемой функщи, и еспи мы 
убъдимся, что эти приближенныя значемя стремятся къ олредЪ- 
ленному предфлу, то мы можемъ считать предфльную функшю, 
. 27 опредъленной._ 


Таковъ путь обобщеня и опредъленя понят(я степени на случай 
ирращональнаго показателя. Отмфтимъ, что вычислен!е значе- 
и фунющи не всегда можеть ограничиться конечнымъ числомъ 
ариометическихь дЪйствЙ, а суждеше о результат безконечнаго 
ряда ариеметическихь операшЙ есть сужден]е о предл или, 
какъ говорятьъ—переходъ къ предфлу, 

Степень съ цЬлымъ показателемъ есть функщя рац:ональ- 
ная, степень съ дробнымъ показателемь — иррацгональная. 
Равенство у— 2” можеть быть сведено къ алгебраическому 
уравненю цфлой степени. какъ относительно х, такь и относи- 
тельно у: у’ ==. Но если показатель п числе ирращюнальное, 
то такое сведене невозможно: цфлая и дробная степени, напр., 
У=2 у-=х* суть функщи алгебраическя, степени же съ ирра- 
щюнальнымъ показателемъ, напр. у—2!, у-д” суть функши 
трансцендентныя. 

Цълая рац!ональная функц: я. Многочленъ, распопожен- 
ный по цфлымъ степенямъ аргумента, составляеть цфлую ра- 
ц!ональную функц! ю: 


аа ли -- ацаи-й - ая --...., ранах вн - 


у 


Дробная рац!ональная функц!я. Дробь, числитепь и 
знаменатель которой суть многочлены, расположенные по цфлымъ 
степенямъ аргумента, составляеть дробную рац!ональную 
функшю 

ар 2 + ан 4 ам |... бит я-а 
Я ри бт Бе. | бля би 


Алгебраическ:я функц!и вообще, въ частности 
иррац{ональныя опредфляются алгебраическимъ уравнещемъ 
ц6лой степени относительно аргумента и опредьляемой функизи, 


напр., 


уве раке. Нар у убоя? вый. НЫ) 


Ч бо + о... ре) = 
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Рышая это уравнене относительно у, мы сдёлаемь эту функшю 
явною: 

В УМ —14С 

а 2 


гд® 
да” | а" 


ый ый... НЫ, 


(4..4. В 
Са а. ое. 


$ 3. Показательная функщя: у а”. Въ отличе отъ функц, на- 
зываемой степенью (2”“), у показательной функши перемфннымъ бу- 
деть не основане, а показатель, основаше же (а) постоянно. Вы- 
числеше значейй показательной функШи а“ для даннаго значення 
аргумента сводится къ такого же рода операщямъ, какъ и вычис- 
лене значенй степени 2^, и такимъ образомъ показательную функ- 
цию, какъ и степень, можемъ считать опредфленной. При этомъ, чтобы 
каждому дЪйствительному значеню аргумента соотвфтствовало дЪ й- 
ствительное значене функщи, необходимо принять основаше @ 
положительнымъ. Кромь того, для дробныхъ значешй по- 
казателя х съ четнымъ знаменателемъ подъ 4“ будемъ разумёть 
одно ариеметическое значеше, т.-е. попожительное; напр., при 
&=4 и =, подъ 4? нужно разумёть 4*—--У4==-2, а не 
—И4=—2. Прн такихъ условяхъ показательная функшЯ а” есть 
функщя однозначная, т.-е. каждому значеню аргумента соотвЪфт- 
ствуетъ только одно значеше функщи, 

Если а>1, то при положительныхь значешяхъ показателя 
@>1, а при отрицательныхъ а*=< 1, напр., при 2 =—— 3, 


атак 


При а—= 1, а*=1. Если а<<\, то при положительныхь значеняхь 
показалеля а 1, а при отрицательныхъ а" >> 1, напр., при х=—3 


1 
но < 1 и а3=1, слЬдовательно, в> 1. 
Равенство у— а” не сводится кь алгебраическому урав- 
ненйю, связывающему аргументъ = и функцию у: показательная функ- 
я —функшя трансцендентная. 
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5 4. Логариемичесвая фуняц! 109. Въ уравнен!и у а, опре- 
дьляющемъ показательную функщю, показателя будемъ считать функ- 
шей, а прежнюю функцю аргументомъ и иэмЪнимъ въ этомъ смысль 
обозначеня перемьнныхъ, посл чего опредьляющее равенство при- 
нимаеть видъ 


= и) 


Этимъ уравнешемъ опредфляется функшя, обратная показатель- 
ной, называемая логаризмической и обозначаемая слёдующимъ 


образомъ: 
у = до =. [Е] 


Читается: у есть логариемъ при основанм а отъ =. 

Равенства (1) и (2) устанавливають одну и ту же функщональ- 
ную зависимость перемфнныхь 2 и у. Изъ этихъ равенствъ выте- 
каютъ слёдующя тождества, опредъляющя символъ 104»: 


№, 
в 


и и ру, 


Изъ равенствъ (1) и (2) первое указываеть первоначальный 
премъ вычислешя плогариема по данному значеню аргумента =. 
Положимъ, требуется вычислить (09, № съ точностью до 0,001. 06% 
части равенства (1), въ которомъ полагаемъ х равнымъ М, возво- 
димъ въ степень, показатепь которой равенъ 1000: 


90 — ан. 


Опредьляемъ степень №", перемножая М само на себя соот- 
вЪтствующее число разъ: №. №. М..... „М. Потомъ перемножаемъ 
основан! а само на себя, полученное произведене снова множимъ 
на основане а, повторяя перемножеше на @ новыхъ произведен 
до ТЬхъ поръ, пока въ произведени не получится число, всего ближе 
подходящее къ числу 4{, и считаемъ, сколько разъ было взято 
основаве а множителемъ. Положимъ, для этого а нужно взять Р 
разъ множителемъ, такъ что 


аР< М«аР+1. 


Въ такомъ случаь Р отличается отъ 1000у меньше, чмъ на еди- 


ницу, а отличается отъ у, т.-е. отъ искомаго 109,М№М меньше, 


Р. 
1000 
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чьмъ на одну тысячную: такимъ образомъ 0,001.Р и будетъ искомымъ. 


приближешемъ 109,М: 
да М 5 


Но вычислене по такому способу граничить съ невозможностью: 
возведене числа въ очень высокя степени представляетъ работу 
спишкомъ продолжительную. Одна изъ задачъ высшей математи- 
ки и состоитъ въ томъ, чтобы изыскать основан!я для замфны та- 
кихъ затруднительныхь способовъ вычислешя иными, болфе удоб- 
ными и выполнимыми. ` 

Логариемическая функщя, какъ функшя обратная показатель- 
ной, функщя трансцендентная. . 


8 5. Тригонометричесвя функши. По первоначальному опредьленю. 
тригонометрическя функши являются отношенями сторонъ прямо- 
угольНаго треугольника, одинъ изъ острыхъ угловъ котораго является 
аргументомъ (Введене $ 8, черт. 2) и который теперь будем обоз- 
начать черезъ 2: 


р © 
ыхт 5 
вы#=-, 
е 
о м] 4 При такомъ опредфлени аргументъ- 
т 
можеть мЬняться въ предфлахъ отъ 0 до 2: 
9°<2=2<5 
Черт. 151. <= <5 


Распространеще опредфленя тригонометрическихъ функшЙ и для, 
зиачен аргумента, выходяшихъ изъ указанныхъ границъ, приво- 
‘дить къ обычной геометрической интерпретащи этихъ функшй въ. 
видь ТЬхь или иныхъ отрЬзкоръ въ плоскости круга, райусъ кото- 
раго принять за единицу, иначе --тригонометрическя функц?и явяя- 
ются. отношешями этихъ отрёзковъ къ ращусу круга (черт. 151): 


04-08 =0М=В . 


Мн ЯР ьь ши 
5 жк 80 ощы 90 соыви, 
Е °’ В 9" 1 ". 
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`Аргументъ х будемъ разсматривать какъ уголь АОМ, измёренный 
дуговой мёрой или, что сводится къ тому же — какъ дугу АМ 
круга, рашусь котораго 04 принять за единиду мфры. Каждому 
значеню аргумента 2, заключенному между — со и со, т.е. 


-ю<ё< о, 


соотв тствуеть опредфленное значене функши, и лишь при х— = 
фунющи остаюлся неопредфленными, иначе — при безграничнонъ и 
непрерывномъ увеличенги абсолютной величины аргумента тригоно- 
метрическя функши не стремятся къ какому-либо опредъленному 
предёлу. 

Тригонометричесяя функщи являются фуннщями пер!одиче- 
скими: перюдомъ для тангенса и хотангенса служить л, а для 
остальныхь 2я; прибавлене перода къ аргументу не мняетъ зе- 
личины функц. 

Осневныя соотношен!я  тригонометрическихъ 
функцтй. Изъ прямоугольнаго треугольника ОММ сльдуеть 


из -|- сова = [0 


Изь подобя треугольниковь ОКМ, ОАТ и СВО ниъенъ 


ых = ый 
Эа, 052 оу 
сот ы ях ый 
вест = 1 вокес х == 1 соух = т 
ов, 2’ > а 8) 


Изъ прямоугольныхь треугольннковь ОАТ и ОВС слёпуетъ 


И и / 2 
зел = УГРИ, вомех = у Граобиь ее 


откуда 


сот = , 


утех 


Тригономнетрическ:я функц:и суммы или разно- 
сти двухъ угловъ. Пусть аргументь х равенъ сумм® лвухъ 
угловъ д и Д: 
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Принимая радусъ круга равнымъ единицЪ, будемъ имьть (черт. 152) 
ОМ, = сов в, М.М = в В. (® 


Кромф того, проекщя ломаной ОМ, М на щаметрь ОВ равна про- 
екши замыкающей ОМ и, спфдовательно, равна 5 (а-|-8), а 
проекщя на маметрь ОА равна с08 (а -|- 8): 


яр ов ОМ,М = зи ш-- В) } 


про ОМ,М = сов («Е В) 


Опредфливъ углы наклона звеньевъ ломаной ОМ, М кь дзметрамъ 
ОВ и ОА 


(ОМ. ОА) =, (ММ, ОА) = : + 


(ОМ, ОВЕТ- в, (Мм, ОВ = 


А. будемъ имфть (стр. 51); 
арол ОМ, М = ОМ, . сов в -|- ММ . 08 (Е + “). 


эровОМ,М = ОМ, . о ( _ + ММ . соя в, 


Черт, 152. 


или, принимая во вниманще равенства (а) и (5): 
сов (в -{- В) == сов и сов В — 5 и за В, 6) 
вт («-- В) = аа сов В -|- вова эт В. [9] 


Такъ какъ теоремы о проекщяхь имЪфютъ мфсто при любомъ на- 
клонф звеньевь къ осямъ проекшй и при измънеми направленя 
звена М, М на противоположное мЬняется знакъ угла , то фор- 
мулы (6} и (7) имъютъ мЪсто при всякомъ значении угловъ а и 8. 
СлЪдовательно, 

соя {и — В) == с0зи 08 В -|- та вт В, о 


#0 (& — 8) = ата 608 В — 208 а зи й. 9) 


Изъ формулъ (6} и (7) имфемъ: 
зах гов В | сои абв В 
2 (&«-- В) ина ей -- сова атВ _ 089 0058 ' г05а 0082 
208 в 8) ва 05-ти ний сова 6088 $ти ны 
сояй возр 05 и О5В 


в +ю= 
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или 


{10 


[о 


Удвоен!{е угла, Изъ ‘формулъ (6), {7) и (10), полагая ай, 
будемъ имфть:. 


сов Зи зн сои —— бб, эи ие ни ода, За о. (1) 


Соотношенья, выражземыя формулами (12), можно представить въ 
сльдующемъ видЬ: 


зв 
обв и ей — 8? 5, 


рроринсвиы 3) 


тк =2 вот, р 


Дълен!е угла пололамъ. Изъ равенствъ 


“о 
вой + ва 


& . 
с0й > — зы? 
з 


получимъ 
2 со Вона, 
(+ 
« 
Зяба Я1еов а 
3 я 5 1 605 <, } 
откуда 
сок“ ут, чи 15) 


ра 


Знакъ передъ радикалами берется въ согласйи съ величиной угла, 


а & 
Зная 5т5 и 608 5, можно спредьлить и остальныя тригонометри- 


а 
ческя функши аргумента, 5. 
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Сумма и разность синусовъ. Изъ формулъ (7) и (9): 


а («-- В) эта сз В -|- с0 6 в В, 
з (# — 8) = эта 008 В — сова зп В, 


слфдуеть 
вв (ива («В 52 аа сов В. 


вт (е-- 8) в («— В) =2 сова зы В. 


Полагая а-|- = и «—В—, а слфдовательно, в —=(и--ь):2 и 
#=(и—):2, изъ предыдущихь формулъ получимъ 


ан ит она а 


ре 
5“ {16} 


. . и--ь 
т + — 8 9 = 008 —^ 


ат) 


Сумма и разность коси нусовът, Изъ формулъ (6) и (8) 


сз (в В) — сова с0з В — эти зи р, 


608 (и — В) = 008 вв 8 | та эт р, 


слЪдуетъ 
е0з (и -- В) {свв («— В) = 2 сов и соз в, 
05 («-- В} — 08 (« — В) = 2 та вт в, 
или 
, ие ии 
08 [Г 608 5 = 2 605 — о {18) 
вр 
209 иво — 2 аа 5 09) 


Числовыя значешя тригонометрическихь функшй, какь выте- 
каеть изъ вышеприведеннаго ихъ геометрическаго опредфленя, мо- 
гуть быть найдены путемъ измЪренгя соотвфтствующихъ отрфз- 
ковЪ радусомъ основного круга, какъ единицею мёры. Но изм%- 
рен!е является операщей, точность которой ие можеть быть 
увеличена до желаемой степени, да и степень точности измёрешя 
безъ сравиеня съ чисповыми результатами, полученными другнмъ 
путемъ, трудно опредьлима. Между тьмЪ предыдущя формулы да- 
ютъ возможность примфнить къ рышеншю поставленной задачи спо- 


<собъ вычисленя. Изъ формулъ (15) слЪдуетъ, если положимъ в=5, 
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я х 
Зная эту и 6094, можно вычислить и остальныя тригонометри- 


ческя функщи, напр., 


и : со т 


Полагая «= и пользуясь тьми же формулами (15), найдемъ 


„я л : 
эм, с085 и остальныя тригонометрическя функщи того же ар- 
ътумента. Повторяя ту же операщю, можно получить числовыя зна- 


я 


ченя тригонометрическихь функщй для аргумента, равнаго 2% ГД 


» какое угодно большое цфлое число, Но любой уголъ а можеть 
быть представленъ съ достаточной степенью точности какъ сумма *) 
яз л 
1 вх 
(10) и (15) можно`съ любою степенью точности вычислить триго- 
зометричесвя функши этого аргумента. 

Вычислеше и этимъ способомъ представляетъ конечно затруд- 
неня; но по этому поводу мы должны повторить то же, что было 
<казано относительно вычислевя логариемовъ: одна изъ задачъ 
высшей математики и состоитъ въ томъ, чтобы изыскать основаня 
для замъны затруднительныхь способовъ вычислении иными, болье 
удобными, 

Переходъ отъ градусной мъры {гла къ дуговой. 
Въ практическихь приложещяхъ тригонометрическихъ функц углы 
даются въ градусной мърЬ. Нетрудно выразить ТЬ же углы и въ 
дуговой мырь. Пусть = дуговая, а а” градусная мфра того же угла 
или той же ‘дуги (а7сиз): . . 


угловъ и, сльдовательно, помощью формуль (6), (7), 


= ат (но нез= ой) 


Число л соотвьтствуетъ дугЪ въ 180°: 


слфдовательно, Черт. 153. 
сте 0 


= 


186 я 
Такъ какъ л^-3,14159265, то 1 атс 51° 7 44",8 (черт. 153) в 


нъкоторые изъ угловь 1. 1, И Е 
47 в’ 167773 
могуть, конечно, и не входить въ опредъляющую уголь и сумму. 


я 
*) Можно считать «<; 
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ате 13 — 0,017 (при радусЪ, равномъ 1 децимётру. дуга въ 1 не- 
много меньше 2 миллиметровъ). 


8 6. Нруговыя или циклометрическя фунници. Круговыя или цикло- 
метричесыя функщши являются обратными тригонометрическимъ: 
ту или другую тригонометрическую величину мы теперь прини- 
маемъ за аргументъ (2), а дугу (атсиз) за функцию этого аргумента. 
Такимъ образомъ попучимъ слфдующя функщи: 


1. утаюятя, 3. узами, у =ате ее. 


2. уз атесози, 4. у= вссоут, 6. у= гб е0зее 0. 


Равенство '} 
означаеть слфдующее: у есть дуга, синусъ. которой равенъ хх. 
Подобное же значеше имфютъ и остальныя круговыя функши. 

Для получея дЪъйствительныхъ значешй крутговыхъ функ- 
‹ц}й аргументъ х можно мънять въ слфдующихь границахъ: 


атс тр читается такъ: у есть аркусъ синусъ =, что 


1. для ато и сем 1525-Е 
2. „для атеуи и атоощи —005=<--05; 
3. для атезесы и атемест —соча3-—1 и 1525495. 


Такъ канъ тригонометрическя функши пер! одическ! я, то имъ 
обратныя круговыя функци многозначныя: каждому значенго 
аргумента соотвЪтствуетъ безчисленное множество значенй круговой 
‚ 2 ся 3л 
= асят\, имфеть значены: 1,3. 


функц, напр., для х 


9л Ил 1х 
я 
нибудь цфлое число. 

Но можно выщьлить, какъ мы увидимъ впослдств!и, для каждой 
круговой функщи одну ея вфтвь и тфмъ самымъ получить функ- 
цю однозначную; напр., лля л, заключеннаго между —Т и 1 


‚ вообще я или Зах, тдВ # какое- 


: : л л 
значеня ате тт, заключенныя между —5 и 5. составляють 


одну вЪтвь этой функши, именно главную вЪтвь: 


п 


Иа 
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Разсмотримъ нфкоторыя соотношешя круговыхъ функщЙ, выте- 
укающя изъ соотвЪтетвующихь соотношенй тригонометрическихь 


фувкий, 
Изъ равенствъ 


ата ов (2 — 
(1 —« 


. п 
п-абыва и рб а = та бое, 


слЪдуеть 


„а потому 
атс кн = -|- атс в06 ® = 5. 


<Изъ формулы для тангенса суммы двухъ дугъ 


шеи 
ети, 


«сли обозначимъ ша черезъ хи {98 черезъ у, слЪдуетъ: 


илекоь, воно оротао ЕЯ 


или 
омии р ооу ани Е. 


Зъ этихъ равенстнахь подъ а7с5 т, атесозт, атс и атее 
фазумъются значешя главныхь вфтвей этихъ функшй. 


УПРАЖНЕНИЯ, 


1. Сравнить значены тригонометрическихь функшИ для угла 2 со значе- 
чиями ихъ для угловъ я + Вл к 2= (105; &=123...). 

2, Какъ мфняются значеня тригонометрическихь функшй при измфнени 
-знака аргумента? 

3. Когда берется знакь + или — передъ радикаломъ въ формулахь (4) 


„5, (15) $5? 


16 
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ГЛАВА ПИ. 
ОСИОВАНЯ УЧЕНЯ О ФУНКШЯХЪ. ТЕОР1Я ПРЕДЪЛОВЪ. 


$ 1. Безконечно большёя и безконечно малыя величины. Въ преды- 
дущей главЪ, въ которой имфлось въ виду опредфлеше функим 
вообще и главнымъ образомъ опредфлеше функцй элементар- 
ныхъ, мы видьли, что вычислен:е значеый функшй для ка- 
кого-нибудь значеня аргумента не всегда можеть быть сведено 
къ простой ариеметикф, т.-е. къ конечному счету. Слово „вычисле- 
не® приходится понимать теперь шире--именно какъ безконечный 
процессъ, который состоить изъ безграничнаго ряда ариеметнче- 
скихъ дйствй; суждеше о результатЪ этого безконечнаго процесса 
есть переходъ къ предфлу. Въ чемъ состоить этотъ переходъ 
къ предфлу, устанавливается въ теори предЪловъ. Теор!я предЬ- 
ловЪ ‘и служить основашемъ учешя о функщыяхъ. Въ основЪ этой 
теори лежитъ понят!е безконечно малой величины, которое въ свою 
очередь тЬсно связано съ понятемъ безконечно большого числа. 

Безконечно большое число. Числа натуральнаго 
ряда: 1, 2, 3, 4,...., и,... безгранично увеличиваются и въ эфомъ 
рядь нёть послЪфдняго числа. Число и, принимающее послЪ- 
довательно значення изъ этого ряда, можетъ превзойти (сдф- 
латься больше} любое напередъ данное число. Въ этом смысл 
мы товоримъ, что п стремится нъ безнонечности. Перем%н- 
ное число можеть принимать. безграничный рядъ эначенй и по. 
иному. закону. Пусть а, будетъ такимъ числомъ, при чемъ значекъ— 
нумеръ этого числа — и указываетъ мёсто его въ ряд значенй, 
которыя можеть принимать это число: 


Я, ба, бъ бы › обв, + 


Если число а», посльдовательно принимая указанныя значе- 
ня, можеть быть сдьлано по абсолютной величин больше любо- 
го напередъ заданнаго положительнаго числа Ми при дальнЪйшемъ . 
увеличен и нумера оставаться таковымъ, то мы говоримъ, что это- 
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число стремится къ безконечиости (с); если при зфомъ оно по 
крайней мёрЪ съ нёкотораго своего нумера/становится положитель- 
нымъ и остается далфе таковымъ, то мы’ говоримъ, что оно стре- 
мится хъ положительной безконечности (-- 0}; таково, напр.» 
число # — 100; а если, сдълавшись отрицательнымъ, а, остается 
отрицательнымъ, оно ‘стремится къ отрицательной безконечности 
(— ©>); таково, напр., число 100 — п. 


Принъфрь 1.` Число ан = при я = 1,2, 3,. . . принимаеть рядъ 


а 
ре 
значенй ая = И», Чь З,. - . . Можно подобрать такой величияы нумеръ м, 
зто число а» будеть по’абсолютной величинь *) больше любого напередь 
заданнаго положительнаго числа №: 


| рм 


Такъ какъ ю мы считаемъ равнымъ положительному числу, то предыдущее не- 
равенство равносильно следующему: . 


Отсюда 

. > Ма --М ия м Мам. 
Но, при #> М, #1 Ме вп — М) >» М, поэтому, если я возьмемь 
застолько большиктъ. чтобы я М было больше М, то тёмъ больше 5? — Мн 
будеть болфе М, а стало быть и в» > М.-Такимъ образомъ при я, удовлетво- 
ряющемъ нераленству 


в—МЪМ, те и ям, 


т. 


число ан будет» больше напередъ заданнаго числа М. Но будеть ли при даль- 
нъйшемь увеличен нумера п ЧНСЛО ам оставаться больше числа М? Дьля 


а 
зислитедя и онаменателя дроби „То на я, будемь имёть 


Изь этого выражешя числа ая видно, что при увеличени числа м числитель 
этой дроби увеличивается, а знаменатель уменьшается и, сльдовательно, дробь 
увеличивается н потому остается большей числа М, если она была уже 
больше М, 


*) Абсолютная величина какого-либо числа 2 обозначается такы |#|. 
18° 
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30— 
Задача. Показать, что аи = 


‚ принимая рядъ значений 9, 3,..., 
стремится къ отрицательной безнонечности (— 09). 


Примфръ 2. Число а" при п =0, 1, 2, 3,. . . привимаеть рядъ зча- 
ченй 1, 4, ай, @,. ..а",... Приа>1 этоть рядъ возрастаеть, т.е. съ 
увеличещемъ показателя п стелень а" увеличивается: 


д ая. арт (бо а>1. 


Покажемъ, что, увеличивая показатёля, стелень а" можно сдфлать больше лю- 
бого заданнаго напередъ числа М. 

Пусть а= 1-4 тд фа 1 соотавтствующее положительное число. 
Такимъ образонъ имфенъ 


ее. 
Разлагая (1-1 В)" по биному Ньютона, ‘получимь 


з о 


ао те". а... 


Такъ какъ Ь положительное число и биношальные козффищенты положитель- 
ныя числа, то 


Ч" та или 41-16. 


Вели мумерь я подбереь так, чтобы 1 -- ар было больше М, то в Киба 
будеть больше этого числа №: 


1-85 > М и аи. 


Сльповательно, при * >> — 


числа а будеть больше напередъ заданнато 
числа М. 

Пусть, наирнмёрь, «= 3, М=1000 006. Число 2" во зсякомь «случа бу 
деть больше. 1 000000 при 


О о. 


Такимъ образомъ 2", безгранично увеличиваясь съ увеличещемъ показателя, 
можеть сдьдаться больше любого напередь заданнаго числа М и будетъ 
оставаться таковымъ при дальньйшемъ улеличени показателя. 

Везконечно малая величина, Число а, называется без- 
хонечно малымъ, если оно, послёдовательно принимая значеня &,; 
а, а,,..., становится, наконець, по абсолютной величинь меньше 
любого напередъ заданнаго положительнаго числа ги при даль- 
нЪйшемъ увеличении его нумера остается таковымъ: 


{8 [ <= 
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Такое чиспо а» по крайней мрь съ нЬкотораго нумера, безгра- 
нично по абсолютной величин уменьшается и стремится къ нулю. 


Примфръ 3. Число ан = В при безгранично увеличивающемся в бу- 


деть безконечно малыитъ, бо всегда можно указать, съ накого мфета это число 
будеть меньше любого напередь заданнаго положительнаго числа в и оста- 
ваться таковымъ; “ 


1 1 
<, >... 
1 
Напримьрь, три += обоодр › ® должно быть больше 1000 000, 


Приифръ 4. Число а» = а" при|а| Тк я=Ь 8,3... будеть 
бевзконечно малымъ, Въ самомъ дЪЛЬ, число это съ увелеченемъ по- 
звазателя уменьшается; ибо, считая а положительнымь, будемъ ямёть 


а чан. я еНхи. 


Далье, возьмем число С, обратно числу а: 
Е и а 
=б = 


Чтобы а" можно было сдълать меньше любого напередь звраннаго числа &, 
необходино, чтобы С можно было сдлать больше любого напередь заданнаго 
числа, ибо язъ неравенства 


а" в, тн а <: 


слёдуегь, что 


1 
с">.. 


Но @>1 к 0*, по ложазаниому выше, можеть быть одлано при увели- 
чени похазателя больше любого найерещъ заданнаго числа. 


1 1 
Пусть, яаприм5ръ, в= Е и в 7000000 ° Слфдовательно, 
1 
С-В=ТЬ в -; 510000; 


6% = (14-9) ТР, 


1-4 2*_> 1000000 или >90, 


Если 


зо зе (брать ола ТАБЫ и семени оон пре вы 


нфйшемъ увеличении показателя. 
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Вели число и отрицательное и по абсолютной величин® меньше единицы, т.-е. 
18| < 1, то ам стремится нь нупю, принимая поперемнно то положительныя, 


Бсли безконечно малое число @, стремится къ нулю, оставаясь 
съ нькотораго своего нумера положительнымъ, то обратное число 


1 ” В 
: ремитоя къ +- 02} всп а, стремится къ нулю, оставаясь съ 


т 


нЪфкотораго своего нумера отрицалельнымъ, то обратное число — 


или 


откуща ОА, = ай. Точно танже найдемъ 04, 


а» 


*) Степени а можно опредьлять графичесии спфдующимъ образомь. Наод- 
ной изъ двухь взаимно-перлендикулярныхь прямыхъ (черт. 154) отъ точки ихъ 
пересфчены О откладывавмь отрьзокь ОЛь == 1, а на другой прямой отрьзонъ 
04; = а. Изь точки А+ возотановляемъ перпендикулярь 414з къ прямой Аь Ал 
до встрьчи въ точяф Аз СЪ первой прямой. Изь точни А» возотановияемъ пер- 


Черт. 154. 


(#1 -а. 04», 


пендикупяръ къ прямой А; Аз ло 
встрёчи со второй прямой въ 
точкь Ау и т. я, Изъ прямоуголь- 
наго треугольника 40414; спЪ- 
деть: 
бдв-. 04, 0, 
пля 
4'=1.04, 


откуда ОА. = ай. Изь прямо- 
угольнаго треугольника 4,443 
инфемь 


бла = 0, . бл, 


@, Од = а ит.д, -- Для 


получешя отрицательныхь степеней нужно нозставить перпендикуляръ изъ точ- 
ки Аз кь прямой А.А; до встрьчи въ точкф В; со второй прямой, изъ точки 
В вояставить перпендикулярь къ прямой А»В: до встрёчи въ точк В, съ 
первой прямой и т. д. Изъ соотвЪтствующихь прямоугольныхь треугольников 
вайдень: . 


=. 


Для той же нъии можно воспользоваться, также способомъ, который мы при- 
мняли при построен!и радусовъ-векторовь логариемической спирали {стр. 158). 


ГЛАВА И. ОСНОВАНИЯ УЧЕНЯ О ФУННШЯХЪ. 247 


стремится къ — со; если же а, стремится къ нулю, принимая ‘по- 
перемфнно то положительное, то отрицательное значеще, то обрат- 
1 

ное число „- не стремится къ опредфленной (положительной или 

отрицательной) безконечности, а колеблется между — © и | ®. 
Еспи а безконечно малое число, то и произведеще его на но- 

стоянное число а.@ будетъ безконечно мапымъ, т.е. | а.а] можно 

едълать меньше любого положительнаго числа &; для этого нужно 


только сдфлать абсолютную вепичину и меньше 


ё 
ТаГ 

Точно также не трудно убЪдиться, что сумма безконечно малыхъ 
слагаемыхъ, число ‘которыхъ конечно, безконечно мала. Въ са- 
момъ дьлЬ, если @,,4,,@,,...,@ безконечно ‘малыя величины, 
то абсолютную величину суммы ихъ можно сдфлать меньше любого 
напередъ заданнаго чиса &: 


изъ |«| < слдуеть | 0е| < 


Таро а р... ан <=. 
.Для этого нужно только сдЪпать каждое слагаемое меньше по абсо- 


5 
лютной величинф числа: 


Терон | ыы. 1 + 


ЕЕ 


Съ понямемъ безконечно мапой величины тЬсно связано поняие 
предфла. . 


$ 2. Предьль. Пусть перемьнное число а, принимаетъ 6ез- 
траничный рядъ значен! @;,@,,@;,..., %,...и пусть А нёкоторое 
постоянное число, Послфдовательность этихь чисель @,,а,,а,.. 
...,@»..-› Короче — перемфнное число а, стремится къ 
предфлу 4, если разность и, — А по абсолютной величинь съ 
увеличешемъ указателя з можеть быть сдпана меньше любого 
напередъ заданнаго положительнаго числа # и ири ‘дальньйшемъ 
‘увеличенти указателя остается меньше этого чиспа г, другими сло- 
вами—если для всякаго даннаго положительнаго числа &# можно 
указать такое число т, что при‘ > т всегда имфеть место’ не- 
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равенство | аа— А | <= г. Постоянное число. А называется. пред %-— 
ломъ (тез) перемъннаго числа @»: 


Фи ая = 4, ели |м-—4| 46 при. #2т, 


Иными словами, разность перемфннаго числа @, и его` предъла А; 
т.е. а„-— А есть величина безконечно малая: Предфпъ безнонечно, 
малаго числа а„‘есть нуль: 

Вт и = 0. 


Примфчан!е. Если число А, стремится къ положительной. 
безконечности (см. $ 1), а число В„ къ отрицательной, то пишутъ. 
такъ: 

Пт Дн =, Ит В, =, 
хотя о безконечно малой разности предфла и перемфннаго чиспа 
здёсь говорить не имфетъ смысла. 


Назовемъ безконечно-малую разность перемфннаго числа а, из 
его предфла А черезъ в: 
в — А. 


Въ такомъ случа 
бы = 4-4». 


Если какое-либо перемфнное число удалось представить. въ видь 
суммы постояннаго числа и безконечно малаго, то постоянное сла- 
таемое и будетъ предфяомъ перемфиной величины. 


+= 


Примфрь 1. Отыснать предьль числа @н = ри . 


(черт. 155). По извъетной формул геометрической прогресс} я ииъемъ 


Се 
Черт, 155. 8 


1 
Дробь н-овеличиня безконечно мелая (примёръ 4, $ 1). Слъдовательно, 


т ан = Вт Ё + + и] 


Но не всегда зозможно изъ перемфннаго числа выдЬлить то> 
постоянное, къ которому перемфнное число стремится какъ къ сво- 
ему предьлу. Возникаеть такимъ образомъ вопросъ, стремится ли: 
перемьниое число а», принимающее рядъ значенй: 4..4; ,4.,%,...„ 
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й.,...з, КЪ какому-либо предвлу. Если этоть предьлъь суще- 
ствуетъ, то мы его можемъ считать даннымъ этою послФдо- 
вательностью чиселъ 4, ,1,,а,,..., На которыя мы можемъ смо- 
трёть какъ на прибпиженныя его значешШя подобно тому, какъ 
иррашональное число считается данвымъ тЁмъ съчен1емъ, кото- 
рымъ совокупность рашональныхъ чиселъ раснредёляется на два 
класса: числа одного ({нижняго) класса считаются приближенными 
значенями ирращюнальнаго числа съ недостаткомъ, числа другого- 
(вержняго)— приближенными значенями съ избыткомъ (введеше 6 6). 
Послёдовательность ращональныхь чиселъ нижняго класса имфеть 
предьломъ разсматриваемое ирращональное чиспо; точно также и 
послфдовательность ращональныхъ чиселъ верхняго класса имъетъ.. 
то же иррацюнальное число своимъ предфломъ. 

Если способъ измфнены числа а, даетъ возможность распредЪ- 
лить всЬ ращональныя числа на два класса указаннаго свойства, _ 
т.е. производитъ сфчене въ области рашональныхъ .чиселъ, то мы 
и утверждаемъ, что предфлЪ числа а„ существуетъ. ° 

Теорема. Если перемЪнное число @, принимая рядъ значенй 
а, а, а,..., Все время возрастаетъ (или по крайней мЪрь не- 
убываетъ) и все время остается меньше нЬкотораго числа М, то 
оно стремится къ опредБпенному предфлу. 

Доказательство. Указанный способъ измьненя перемфннаго 
числа а, распредБляеть вс рашональныя числа на два класса: 
ращональное число г отнесемъ къ первому (нижнему) классу, если 
перемфнное а, въ жонць концовъ его превзойдетъ, напр., при в > т: 


тат 


Очевидно, тая ращональныя числа существуютъ. 
Къ другому (верхнему) классу отнесемъ всякое ращональное чи- 
спо Й, если перемфнное и, не можеть его превзойти, иначе— если. 
для всякаго нумера я а, < А. Къ этому классу принадлежитъ, напр., 
всякое рашональное число, большее числа М, ограничивающего 
данную послфдовательность сверху. Всякое ращональное число #, 
хакъ слфдуеть изъ предыдущего, меньше всякаго рашональнаго чис- 
ла Е другого класса: ’<< И. Всякое ращональное число отно- 
сится Или къ тому или къ другому классу. Разность Е можеть 
быть сдёлана поэтому сколь угодно малой. Танимъ образомъ въ 
области ращональныхь чиселъ установлено сфчен1е, опредфляю- ` 
щее иррашюнальное или ращональное число А. Это постоянное и 
будетъ предьломъ а,„, ибо |г- А | — величина безконечно малая, 
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за съ увеличенемъ и а, можетъ превзойти г и стало быть `а,— А 
также величина беэконечно малая, что`и требовалось доказать. 

При убыванм перемфннаго-а„, еспи всегда а, >> М, также су- 
здествуеть предёлъ, другими словами — убывающая или лучше — 
кихогда не возрастающая послфдовательность, ограниченная снизу, 
‘имфетъ предьлъ. 

Слъдств!е. Если изъ двухь перемфнныхь чисепь а, и 6» 
‘первое возрастаетъ, а второе убываетъ, нромЪ того, при всякихъ 
значеняхь указателей я и т, первое а„ всегда меньше второго &» 
„и разность ижь | $-а,| безконечно мала, то оба числа стре- 
мятся къ одному опредфленному предвлу. ‘ 

Значеня перваго перемфинаго: а,, а,, а,,... возрастаютъ и всегда. 
мельше любого значеня второго перемЪнваго, напр. В, слфдова- 
тельно, стремятся къ опредфлемному предфлу А. Но 


Ве, А Аа 
12. — д | = | @%— ад — (А в) |3 | в, аа | 51а, — 41. 
По условю $, —&, и а,-- А безконечно малы; полагая абсолют- 


. 
ную величину каждаго изъ нихъ меньшей -, тдЪ = сколь угодно 


„малое положительное число, получимъ 


и <, 


“Олфдовательно, 
#т = АИ а, 


- Примфръ 2. Пусть {, — площадь правильнаго я-угольника, ‘влисаннаго 
}з® круть, а 1. площаль правильнаго я - угольника, описаннаго около того же 
Жруга, При всякомъ чиспь сторонь того и другого многоугольника ныфеть 
„мфето неравенство 


, %<Ь. 
Крамь того, при увеличены числа сторонъ площадь вписаннаго многоугольника: 
увеличивается, а площадь описаннаго уменьшается, а разность 1, —{» какь 


докавывается въ элементарной геометр!ы, можеть быть сдфлана менье любой 
заланной напередъ величины, Слфдовательно, 


т в = а 1, 


`Этотъ общёй предьль и будеть площадью круга. 
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Необходимый и достаточный признакъ существо- 
зан!я предфла. Пусть перемённое а„, принимая рядъ значешй 
я, @,, @,,..., стремится къ опредфленному предёлу: 


Вт ов = а. 
Возьмемъ два какихъ-нибудь числа $ и с, изъ которыхъ одно мень- 
ше, а другое больше а: 

6<а<ь 


Какъ бы числа $ и с ни были близки къ а, а стало быть и между 
<обою, между ними заключено безчисленное множество значенй пе- 


2 — Ел о аа а. 
=== = ; ат 
Черт. 156, Черг. 157. 


ремфннаго а»; всф значеня этого перемфннаго, начиная съ нфкото- 
раго нумера. напр. т, заключены между этими границами 6 ис 
(черт. 156 и 157): 


5 3ын«е (=01,33,.....) 


Въ этомъ и заключается сущность понятЯ о предёль. Разиость 
двухъ значен перемфинаго, еспи указатели ихъ больше т, 


ат — т4у 


по абсолютной величинЪ меньше е—=, но и е произвольно 
выбренныя числа, между которыми заключено а, спЪдовательно, 
Ат: — а» 5 ®, ГДЪ г любое, сколь угодно малое, положительное 
число. Отсюда вытекаеть иеобходимый признакъ существованя пре- 
дьла перемфннаго @„: если посльдовательность а,, 4, @з,...› @ы..- 
иметь предфлъ, то для пюбого положительнаго (сколь угодно ма- 
лаго) числа = можно подобрать настолько большой нумеръ т зна- 
ченя перемфннаго, что дальньйшИя его значешя отличаются отъ @» 
меньше, чфмъ на = 


аъ | Е пи пи. 


Но-зтотъ же признакъ является и достаточнымъ для существо- 
зангя предфла послфдовательиости чисель @, а, а, ‚ @,, 
Въ самомъ ДЬлЬ, пусть для пюбого положительнаго числа & можно 
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подобрать такой указатель т, что будеть имть мЬсто неравенство 


„| Сё при пр, 


гдЪ 1 перемфнный указатель. 
Если вмфсто числа 2 возьмемъ другое число 2, то и указатель 
т, вообще говоря, будеть иной. Такимъ образомъ согласно условю 
должны имвть мЬсто безграничное чиспо неравенствъ, подобныхъ 
предыдущему: 
ал — вы, | <& при ззт, 


10 — ат, | За при 


— и, [< при 


Здъсь я перемфнный указатель, удовлетворяющй въ каждомъ. 
неравенств своему условю, а указатели т» т., т,,..., пы,... 
постоянныя, соотвфтственно подобранныя числа. 

Исходя изъ этихъ неравенствъ, можно образовать безчисленное 
множество интерваловъ (6), (в,с;), (вие,),....., (&е),...., изъ 
которыхъ каждый слЪдуюшИй лежитъ внутри предыдущаго, и концы 
которыхъ служатъ границами измфненя перемённаго числа а„ при 
вазрастащи указателя и, начиная послЪдовательно съ %, 


,, 
ЗИ...) А... . 

ДЬйствительно, пусть числа в, в, &..., в)... образуют убы- 
зающую. послфдовательность, имъющую предфломъ нуль; для этого 
можно положить, напр., 


- г : 2 

с АРь чер т, ВЕ, Я... 
При такомъ услови соотвётствующе указатели и, т, т... 
ть... образуютъ неубывающую посяфдовательность: 


ТЕТЕ С.. 


При в, по условво должно имбть мЪсто неравенство; 


Тан ат, | Са 
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Поэтому а, ие можетъ быть меньше а, — & и не можеть быть 
больше аи, -- &: 


ат, — ан Зои, (рии зну 


Эти числа и примемъ за границы перваго интервала (Фиез): 


т, о ыы, 
а прив. 


Тань какъ т, >т,, тои 


Ха», <%. 
При я>, по условно должно имьть мЪсто неравенство: 
] ан — аъ | “а. 


Позтому и, при и? т, не можеть быть меньше а», — в, и не мо- 


жеть быть больше ан Ра: 


пт, — 1 Кон Кин, -а (при яз”). 


Интервалъ между этими границами, равный 28, меньше интер- 
вала —&,==2%& и середина его а» пежить между 6 и ё; по- 
этому онЪ или весь уменьшается внутри перваго интервала (ве, 
въ таконъ спучаЪ мы примемь его за второй интервалъ` (5,с,)—или 
только-часть его находится внЪ перваго интервала. Но ни одно 
значеше а, при > т,, ве можеть находиться внЪ интервала (816), 
ибо, если указатель в больше или равенъ т, то онъ больше и %,. 
Поэтому эту внышнюю часть интервала (ат -—&, а», --в;), если 
она существуетъ, можно отбросить и оставшуюся часть принять за 
второй интервалъ (5:6). Итакъ и границы второго интервала $, и 
«, опредьлены: 


ыы а пизри, 
при чемъ 
ыы и га, 


Такимь же способомъ, исходя изъ остальныхь неравенствъ (1). 
можно образовать трет, четвертый и т. д. интервалы (5,с,), 
(е,),...., (66),...., изъ которыкъ каждый умфщается внутри 
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предыдущаго: 
20 ан 30 при пт, 


< За ›„ ва, 


и < „ват, 


Зан < › вы, 


Какъ вытекает изъ самаго способа образован!я этихъ интерёновъ, 


числа В, В, Ь,,...., би... образуютъ постоянно возрастающую или 
по крайней мЬрЬ никогда не убывающую послЪдовательность, а 
числа г, С, с,,...-, 6... никогда не возрастающую. 


Разность между соотвЪтственными числами этихъ послёдователь- 
ностей стремится къ нупю, ибо 


а г, по услов!о стремнтся къ нулю. 
Поэтому согласно спёдстыю предыдущей теоремы обф посльдо- 
вательности стремятся къ одному и тому же предЪфлу: 


Фа Байт = А. 


Но а, при возрастани указателя постоянно заключено между 
соотв тственными членами послёдовательностей $, и 


Бака прави. 


Сльдовательно, и это перемённое число стремится къ тому же пре- 


дЬлу, ибо если 
1—4 |<, 


ТАБ $ любое сколь угодно малое число, то и подавно 
|4 | Зе, те. ит яА, 
что и требовалось доказать. 


Если перемфнное число ад, все время, или по крайней мёрё на- 
чиная съ ифкотораго своего нумера, меньше соотвётствующаго по 
нумеру пругого перемфннаго числа 6», т.-е. 


<, 
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то предьлъ перваго не можеть быть больше предфла другого, а, 
слфдовательно, будеть или меньше, или ревенъ ему: 


и ан ЗВ 5. 


Въ самомъ ДЬЛЬ, около Ита, группируется безчисленное множе- 
ство значенй а„, а около Ит Ъ‚, безчисленное множество значенй $; 
если Ита, не равенъ Йт 6, то около каждаго изъ этихь предф- 
ловъ можно отграничить таве интервалы, что всякое число одного 
изъ нихъ не принадлежить другому; выражаясь геометрически — 
интервалы лежатъ внЪ одинъ другого; слЬдовательно, если бы Ита., 
былъ больше й"0,, то при достаточно большомъ нумер и ‘при 
всфхь послёдующихь значешяхь этого нумера число а, было бы 


больше числа 6» что противорфчить условию, и потому, если 
а, 58». то 


Тм -ан 5 т фи. 


Точно также изъ неравенства а,>>6, сл®дуетъ неравенство ли 
равенство 
Вт ин > Вт 5. 


`Примфры перемфнныхъ чиселъ, принимающихъ 
безграничный рядъ значен{й и не имфющихъ ‘предЪ-. 


ла. Не всякое перемнное число, принимающее безграничный рядъ 
значен!, стремится обязательно къ предёлу, Такъ, если 


ти 
ая 5 , 
то при нечетныхь значешяхь в это число а, ревно 0, а при чет- 
ныхъ. 1-ЦВ; такимъ образомъ а, принимаеть рядъ значен!: 0, 1, 
0,1, 0,1,..... и эти значенй не стремятся къ какому-либо предфлу: 


1 — 1) 
перемфнное число а„ = СУ не имъеть предфла. Точно так- 
же, если 1 (— 1)", то рядъ значенш этого чисна будеть 
® 

сльдующи: 

1 и 1 т 

Т-ь вНЬ з-ь ё+1..., 
или 
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и не стремится къ какому-либо предЬлу, хотя значеня съ нечет- 
нымъ указателемь п.„_, стремятся къ предфлу, равному —1,‚ а съ 
‘четиымь а» къ предфлу -|- 1: 


а, ев $ тоа= 
„- гв 
вт . 
бин, 4: 6 --г ие 


3 3. Предложения о предфлахъ суммы, произведен и частнаго. За- 
.дачу отыскан!я предфповъ спожныхъ выражен! стараются прежде 
‘всего свести КЪ отысканю предфловъ перемфнныхь величинъ, со- 
«ставляющихь изслЪдуемое выражене. Основашемъ для такого све- 
деня спужатъ слёдующя предпоженя, въ которыхъ предфлы соста- 
вляющихь перемьнныхь величинъ и составного выраженя предло- 
лагается существующими. 

Теорема 1. Предьпть суммы нёсколькихъ перемфнныхъ равенъ 
-сунмь предфловъ этихъ перемфнныхъ: 


Тм (авы о) 


Би ды ЕН ы Ева сы. 


Доказательство. Пусть а, 6, е- предёяы перемфнныхь 
Я бы бы 
Тов вы =, На ы=Ь ты= 


“Требуется доказать, что разность 


(-ы-) —@в 5+9 


величина безконечно малая, т.-е. можеть быть сдёлана по абсо- 
лютной величинв меньше сколько угодно малаго положитеньнаго 
`зисла в. Такъ накъ 


(биз --е ф д.9 + 8—0 д, 


то 


Терье) — @--Ь--9 [= 1-9 6—9 —91 
За 1-е |. 


Но разности а, —а, $,-—-5, с, —е по услово величины безко- 
нечно малыя; слфдорательно, число и можно’ сдфлать настолько 
«большимъ, чтобы 


. 
1 1—8 <, < 
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Въ такомъ случа® 
[ана | Е Еы фи] <= 


ТЬМЪ болфе 

ВИ | @и--вя- о) — @--5--91<ь 
Та (вые) = 5+9, 

или 


Ит (ан --Вы-- а) = Ш ант Бы И с. 


Теорема 2. Предьлъ произведемя перемфнныхь величинъ 
равенъ произведеню ихъ предёловъ: 


т (ан. 5) = ИМ ал. Шт и, 
Доказательство. Пусть аиф предьлы перемённыхь аи 6: 
Вт аь=а, йт =. 


Теорема утверждаетъ, что &ф есть предьлъ @»в„, т.е. что раз- 
ность (4,6, — а5) вепичина безконечно малая. 

Дъйствительно, 

4. В, — 06 = въ фа — аб 26» — @6 == 6 (ав — в) а(&-—5), 

откуда 

|0 бо — 6 | = | в» (на — в) а —5) | < [ (в, —а) |-18 (& —8) 1. 

Такъ какъ значеня В, группируются около своего предёла $, 
то можно взять такое положительное число с, большее $, которое 
будеть превосходить при достаточно высокихъ значешяхъ указателя 
абсолютную величину 6», т.е, >> В, и потому 


ая ь — 08 | с 1—1 а —8)1. 


По условю разности (а, —а) и (&,—5) величины безконечно 
малыя, множители & и е постоянныя и потому ® можно сдфлать на 
столько большимъ, чтобы 


г 8 
оао 10—85, 
ГДЪ г любое данное напередъ положительное число. Спфдовательно, 
[25 вв — 25| Се 
и Потом: 
поому Фи (а= Вы) За = Ыт дн. Вт вы. 
Сльдств!е 1. 


т @.В.с...)=Нта. ть. те... На 9. 
т 
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Сльдств!е 2. Предьлъ степени перемфнной равенъ степени 
предфла: 


фт ай = (бтан)* 


Теорема 3. Если предьлъ перемннаго’ а» не равенъ нулю, 


1 
то предёлъ обратнаго числа я. Равенъ обратной вепичинЪ предфла: 


тт ан 


а52 0, т 


1 
г 


Доказательство. Докажемъ, что разность обратныхь вели- 
чинъ перенфинаго и предьла можеть быть сдьлана меньше любого 
положительнаго чиспа г. Дзйствителъно, 


Пусть ныкоторое положительное число $ меньше абсолютной 
величины а: 
< 12| 


Такъ какь а, стремится къ а, какъ къ своему предфлу, то, начиная 
<ъ нёкотораго своего нумера м, оно постоянно будетъ больше 5. 
Сльдовательно, для такихъ значевй указателя в будемъ имёть 


Разность | аа—а| безконечно малая величина. Полагая [а„--а! 
меньше ‘положительнаго числа 52. в, ГДЪ а сколь угодно малое поло- 
жительное число, получимь 


1 Ге! 1 
ы-в|< < 


эн 


|<+ 


Сльдств!е. Предьлъ частнаго двухъ перемфнныхь величинъ, 
если предьлъ знаменателя не равенъ нупю, равенъ частному пре- 
ДЬловЪ этихъ перемфниныхъ: 


т _ вы 


те ние волн т но. 
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ибо , ыь, 
Е 
а потому 
и 5% : 1 „1 . . вв ы 
т т (—. = т —. ВИ и = . 
т разь (2 =) = ть, а Нт в, я ан 


$ 4. Примфры нахожденя предфловь. 1. Опредфлить, къ чему 
33 
#— 1 
Предварительнымъ преобразовашемъ даннаго выраженя можно 
злривести его къ новому виду, къ которому примфнимы основныя 


стремится @, = при и стремящемся къ безконечности. 


‘теоремы о. предфлахъ. 
Раздьлныъ для этого числителя и знаменателя а» на п*: 


«Сльдовательно, 
. и 
вт ( + =) 

А. 

3, 

р 1 1 

“Такъ какь-; и -; при в стремящемся къ безконечности вели- 

ид п 


чины безконечно малыя, то 


=3 ин ( 


т (: +3 


Поэтому 


т ан 


Вопросъ. Почему нельзя примёнить теоремъ о предълахъ непосредетвен- 
чо къ данному выраженйю для ди? 
эт а 


2. Къ чему стремится дробь при с стремящемся къ нулю? 


а 

Числитель и знаменатель стремятся къ опредьпеннымъ предф- 
.ламъ, но оба къ нулю. Поэтому примьнить для отыснашя пре- 
дьла теоремы о предьль дроби нельзя. Нужно изыскать какой-либо 
иной способъ, который могъ бы привести къ рьшеню поставлён- 
ной задачи. 

Разсмотримъ въ круг, рамусъ котораго принятъ за единицу, 
17 
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въ какомъ соотношени находятся нфкоторая дуга а (или централь- 
ный уголь въ дуговой мЪрф), ея синусь и тангенсь (черт. 158)- 
Площадь сектора ОАМ очевидно больше площади треугольника 
ОМИ и меньше площади треугольника ОДТ: 


пл. Д ОММ < пл. ОАИ < вл. АД ОАК Г 


Опредфляемъ эти площади, принимая во внимане, что радусъ круга. 
принять за единицу: 


я. А охм =. ох. мм 


т 
Г. Ж=!. АМ. 04 
4 ил. ОАМ = 5. А . А „а. 5 
7 1.1 1 
пл. Л ОТ = 5: 04. АТ = 5.1. Мама 


Черт. 158. 


Подставляя полученныя выражешя въ неравенства (3), будемъ имфть 


1 . 1 1 
5. седня и, 


1 
или, по сокращени на зн дълени всёхъ члёновъ неравенствъ 


на эта, 
= 


на 


1. 
208 


< 
Для обратныхъ величинъ смысль неравенствъ будеть обратный: 
1 8 © 
8 > а > %. 


Переходя къ предълу, предполагая, что а стремится къ нулю, по- 
лузимъ 


Сльдовательно, 


ЗЕ 
т —— 
5-0 © 
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8 5. Безнонечно малыя и безконечно большия величины раздичныхь по- 
фадковъ. КромБ основныхъ дЪЙйстый ариеметики высшая математика 
располагаеть при изслфдоваши своихъ задачъ новой операщей— 
переходомъ къ предфлу, операшей, состоящей въ замфнЪ перемЪн- 
ныхъ величинъ ихъ предълами. Съ этой операщей, какъ мы видфли, 
ТЪсно связано понят!е безконечно малыхъ величинъ, и сама операщя 
перехода къ предьлу можеть быть сведена къ операшямъ надъ без- 
конечно малыми. Поэтому высшая математика и называется, когда 
обращается знимаше на эту характерную ея сторону, исчисле- 
и!емъ безконечно малыхъ (са]си| пбпИёвииа!). 

При этомъ исчислени необходимо резличать порядокъ 6ез- 
хонечно малыхъ. Если приходится разсматривать одновременно 
нЪсколько безконечно мапыхъ величинъ, стремящихся къ нулю въ 
зависимости одна отъ другой, то естественно возникаеть вопросъ 
© сравнени ихъ между собою. Каждая изъ безконечно малыхъ стре- 
мится къ нулю, но одна можеть стремиться быстрЪе, чёмъ дру- 
гая. Везконечно малыя величины, стремящяся къ нулю не одина- 
ково быстро, будуть величинами различнаго порядка. Такъ 


изъ трехь величинь аи — п, В, =, 7,==48 первая а, стремит- 
<я къ нулю въ убывающей геометрической прогресби со знамена- 


1. 
телемъ, равнымъ п: 


между тьмъ какъ вторая стремится кь нулю быстрЁе — именно 


1 
въ геометрической прогресфи со знаменателемъ, равнымъ 15 


1 1 1 1 
‘а-е А- п, = п, Е, -... 


а третья еще быстрЪе-—въ геометрической прогресс! и со знамена- 


1 
телемъ, ревнымъ то: 


1 1 1 
я = 0’ 7 2 0000" ^°° "Я 1000 


Отношеня второй и третьей величины къ первой будуть величи- 
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нами также безконечно малыми: 


Вы ии 

вн 10—10 (и 

р О В в 
а НОЯ бе то о т, 


Поэтому величины Й, и т. будуть безконечно малыми высшаго- 
порядка. 


Пусть дк, бь, Ви... ,Ть,.. 3 бв,.:. При безгранично увеличи- 
звающемся указатель » безконечно малыя величины, подлежащуя 
сравненио между собой. Одну изъ нихъ а, примемъ за главную- 


. @ 
или ‘величину перваго псрядка. Если отношене Ри стремится, 


какъ къ своему предЪлу, къ конечному числу, не равному нулю, то 
безконечно малая величина @, будеть того же порядка, т.е. пер- 
ваго по отношению къ главной а, : 


а] ==, 
50. 


я 


Величина В, будеть безконечно малой второго порядка, еспи отно-- 


шене Е стремится къ конечному, не равному нулю, прёдфлу: 


Вообще величина 4, будеть безконечно малой порядка р, если отно 


шене з въ предёлЪ равно конечному, не равному нулю, числу: 
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принйвъ первую изъ нихъ за Главную: 


Зели в, то #*-\+ стремится аки ть нулю (при р 1) или къ ор (при 
>). Если ре, то р и т в 
рии 


Поэтому величина 


будетъ безконечно малой порядка 1/, сравнительно съ безконечно 


> 1 
малой бит „. Точно также цайдемь, что зличима У» будеть безионечно 


малой перваго порядна: 


у» 2 


$ УТ 


при 2 


Пусть 8, — безконечно малая величина порядка р относительно без- 
конечно малой и„, т.е. 
т "В, 
о ай 


тдь В конечная постоянная величина, не равная нулю. Изь этого 
равенства сльдуеть 


в 
= 


в-ь 


ГДЬ № тоже безконечно малая какого-нибудь порядка. Слёдовательно, 
Ви = Веб + вай. 


Такимъ образомъ безконечно малая 8, представлена нами въ видь 
суммы двухь безконечно малыхъ. Изъ нихъ первая порядка у, а 
вторая, какъ произведене друхъ безконечно малыхъ, изъ которыхъ 
одна порядка р, представляеть безконечно мапую порядна высшаго 
чьмъ р. Первое слагаемое ВаР, называется главной частью 6е3- 


264 — диФФЕРЕНШАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ, Часть 1, 
конечно малой 6, и представляеть эту послфднюю не только съ 
безнонечно малой абсолютной погрышностью, но и съ безконечно 
малой относительной, т.-е. не только остатокъ йа”, безконечно ма- 
лая величина, но и отношеше этого безконечно малаго остатка къ 
самой безконечно малой @» будетъ безконечно малымъ: 


я 


ив 
ни _# 
оо Вы 


Предфль отиощешя двукъ безконезно малыхъ величинъ вит» 
одинаковаго порядка, напр. р, равенъ отношеню ихъ гпавныхь ча- 
стей. Дъйствительно, если 


Фи = В й и о унб - реР, 


тдь Ви # безконечно малыя величины, то 


вт в" = ы 
у 
Но точно также 
Сльдовательно, . 


Если предёлъ отношеня двухъ безконечно малыхъ равенъ еди- 
нииф, то главныя ихъ части одинаковы. 

Безконечно большя величины такъ же, какъ и безконечно ма. 
лыя, различаются по порядкамъ относительно одной изъ нихъ при- 
нятой за главную. Такимъ образомъ, если Ми М безконечио боль- 
в}я величины, изъ которыхъ М главная, и 


И: 
Ни ед, 


ГДЬ 4 конечная отличная отъ нуля величина, то М называется 
безконечно большой порядка р. 

Пусть, напр.‚ п безгранично увеличивающееся число, а 2/ —\У2—1. 
_М будеть безконечно большой величиной при безграничномъ уве- 
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личени » порядка 3/,, ибо 


РТ _ т 
= № \/ бт У-&-уз . 


Го 


‚ М _ Маня — 
Пр Ин 


По существу дфла порядокъ безконечно малой или безконечно 
большой величины число положительное. Но если при изслЪдова- 
ви какой-либо перемённой величины, мы находимъ порядокъ ея 
равнымъ нулю или отрицательному чисиу, то такой результать 
надо понимать сльдующимъ образомъ: безконечно малая величина 
нулевого порядка есть конечная величина; безконечно малая по- 
рядка —р то же самое, что и безконечно большая порядка р 


обратно. 
Если & безнонечно малая величина перваго порядка н М 6ез- 
конечно большая, удовлетворяющая условю 


Шт МА, 


тдЬ -4 постоянная конечная величина, отличная отъ нуля, то по- 
рядокъ безконечно большой М равенъ р. 


$6. Непрерывность и прерывность функщи. Примфнимъ теор 
предьловъ прежде всего‘къ установлено понятйя непрерывно- 
сти функци. Опираясь на геометричесяя представленя, можно было 
бы сказать такъ: функшя у=Кх) будеть непрерывной, еспи 
трафически ока представляется непрерывной лин{ей. Но функ- 
шя можеть быть дана и не графически, т.-е. пишей напередъ вы- 
черченной, а тЬмъ или инымъ аналитическимь выраженемъ, или 
какими-либо опредвляющими ее услов!ями. Будетъ ли графика такой 
фунюши, т.е. совокупность всьхъ точекъ, ординаты которыхъ пред- 
ставляють всевозможныя значешя функщи, а абсциссы соотвфтству- 
ющы значешя аргумента, непрерывной лищей или нфть, рышить 
это можно лишь зная, что изслФкуемая функшя непрерывна или 
прерывна. Такимъ образомъ необхощимо установить критерйй непре- 
рывности функщи. 

Мы будемъ разсматривать непрерывное измЪнене аргу- 
мента 2, т..е. будемъ предпопагать, что аргументь х принимаетъ 
послфдовательно всф возможныя значеня въ разематри- 
ваемомъ интервалЪ, напр., отъ { до т, хотя бы разсматриваемая 
функщя [(2) и не для всякаго изъ значешй аргумента была опре- 
дьлена. Вопросъ теперь и заключается въ томъ, какъ располага- 
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ются соотвфтственныя значешя функци. Подъ символомъ / (а) разу- 
ифется значеше функши {(2), соотвфтствующее значенно аргумента 
===а, если только для этого значеня аргумента функшя опредё- 
лена, иначе—результать подстановки въ выражеше {(2) вместо г 
числа“ а. если только такая подстановка имфеттъь согласно опредьле- 
нию смыслъ. Пусть, напр., {(2)==* —22--2*); въ такомъ случаЪ 
{(3) означаеть 33—2.3--2: 


туза. = 


Ёели ге) 


#3 =1.2. 15) =1.2.3.4.5= 120, 


2. 
но #8) не имфетъ смысла, ибо разсматриваемая функшя опредЪ- 


лена яишь для цфлыхъ значенй аргумента. Функшя / (2) = (:) 
0, 


1 
ибо дёлене на нупь (5) не имфетъ ариеметическаго смысла; если 


опредфлена для всякаго значешя аргумента за исключешемъ # 


даже’ условиться считать } какъ предъльное значеше дроби ь, 


когда” 1 безгранично уменьшается до нуля, то и тогда функшя 
8т; дя 2==0] была бы ве опредфлена, ибо тригонометричесия 
функщи для безконечно большого значеня аргумента не опредфлены 
(стр. 16, 235). 

Для непрерывности функщи въ разсматриваемомъ интервал® 
прежде всего необходимо, чтобы она была опредфлена для 
каждаго значешя аргумента въ этомъ интервал®, т.-е. чтобы 
каждому значеню аргумента соотвётствовало опредфленное значене 
функши. Но одного этого условя недостаточно. Въ самомъ дьлЪ, 
функшя можеть быть опредьлена, напр., не однообразно для ращо- 

: т 
вальныхъ значенй аргумента ( =, тДЪ т и в цфлыя числа} 
для иррацюнальныхъ; пусть для рашональныхь значенй аргумента 
{® =, для ирращюнальныхъ { (1) =— 571, а для 2=0 # (0) =0. 


Для каждаго значешя аргумента функция опредьлена; а между 
тъмъ при непрерывному измнени аргумента, т.-е. когда аргу- 


. — 
} Тремя чертами (2=) часто пользуются какъ знакомь тождества. 
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ментъ послфдовательно принимаетъ всЪ значеня въ какомъ-либо 
интервалЪ, функшя постоянно мъняетъ свой знакъ, принимая то 
положительныя, то отрицательныя значеня, не обращаясь въ нуль, 
если 2520: о непрерывности функши, какъ мы ее представляемъ 
хотя бы геометрически, не можеть быть и рЬчи. 

Чтобы подойти къ тфмъ условямъ, которыя опредьляють непре- 
рывность функщи въ какомъ-либо интервал, мы должны прежде 
раасмотрфть вопросъ, что должно разумфть подъ непрерывностью въ 
точкЪ, непрерывностью функши при какомъ-либо опредфленномъ 
значенги аргумента. Функщя, непрерывная въ каждой точк® какого- 
либо интервала, непрерывна и въ этомъ интервал. 


Непрерывность въ точк%. Выдфлимь изъ непрерывной 
послЪдовательности значен!Й аргумента рядъ значен!й; в, , @,,а, ,-.-, 
а,..., иМЪЮЩИй предфломъ число а, заключающееся въ указан- 
номъ интерваль ({): 


1585", Нива, 


и пусть для каждаго изъ этихъ значешй аргумента функщя { (2) 
опредьлена. Соотвфтствующй рядъ значешй функц { (в), { (а,), 
{ (@,),..., Г(а»),... составляеть нкоторую послфдовательность 
чиселъ, которая, какъ мы видьпи (стр. 225}, можеть имфть пре- 
дьлъ или не имфть его. 

Пусть такой предьлъ есть; обозначимъ его черезъ А. Если вы- 
дДЬлимъ какой-либо другой рядъ значенйй аргумента: 2, ,2,,7;.,..., 
т.,... съ тЬмЪ же предьломъ а (#т л, —0), предполагая, конечно, 
что для каждаго выдфленнаго значешя аргумента функщя опредъ- 
лена, то соотвётствующй рядь значейй функщи {(2,), Г(*.), 
[а),..., Г(®),... можеть стремиться къ тому же предёлу 4, 
или иному, напр., В, или совсьмъ не стремится ни къ какому 
предфлу. Если такого предъла нЪть или этотъ предфлъ иной, то 
функщя испытываеть въ разсматриваемомъ мфстф (5—4) пере- 
рывъ. Но если предьль тоть же и равный °) значению функши [ (а), 


Вт (ви) = Вт Р (вн) = А = вт (а), 


*) Воли бы А не равнялось значеню фунишн Г(6) по прежнему опрель- 
лено, то мы могли бы исправить прежнее опредблеще и разумфть 
подъ Г(@} именно общй предёль 4; фунющя /() по первому опредфленю 
ясвытывала бы въ точь а перерывъ, а по испревленному была бы непре- 
рывной, 
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каковъ бы ни былъ выдфёленный рядъ значенй аргумента 
2,,2,,0,,..., 1 ,... С ТЬМЪ же предфломь а (ит. ==а), то 
функшя непрерывна при значен!и аргумента, равномъ а, или 
непрерывна въ точкВ 4: около значен!я функц/и / (а) группи- 
руется безчисленное множество другихъ безконечно близкихъ зна- 
чен!й той же фувкщи. Такимъ образомъ непрерывность функ- 
ц!и въ точкЪ @ ‘опредфляется равенствомъ: 


{т Рон) = Га), если. Шт зи =а, 


или 
Низ Гон) = Г@т и), ) 


и это равенство должно имфть мЬсто для всякаго перемфннаго х,, 
стремящагося къ числу а, какъ своему предфлу, увепичиваясь ипи 
уменьшаясь или колеблясь около него, Знакъ предфла т и знакъ 
функши { перемфстимы, если функшя 
въ разсматриваемомъ месть. непре- 
рывна: предвлъ функши `равенъ функ- 
ши предла. 

Если рядъ значешй аргумента: 
2, ,2,,2,,..., Жь,  - . приближается къ 
своему предЪфиу, увеличиваясь по край- 
Черт. 159, ней мёрьЬ съ нькотораго своего нумера: 


ат ки: ат: < ... «< ... «а, 


и имфеть ифсто равенство (1), то этимъ опредёляется непрерыв- 
ность функщи. съ одной стороны—лЪьвосторонияя непрерывность 
(соотифтственио геометрическому значеню аргумента какъ абсциссы; 
черт. 159), а еспи значеше х, стремится къ @ уменьшаясь, т.-е, 


. ит тт а ата. >> ... а, 


те равенствомъ (1) опредфляется правосторонняя непрерывность. 
Подъ непрерывностью функщи въ точкь разумЪется двусторонняя 
непрерывность. 

Можно объединить всевозможные ряды значенЙ аргумента: 


1, аа, т с. и, +. Шт ти за, 
ви, р, бр, о. а, 7. И ши! ==, 


="... Ви =.” =а, 
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стремящиеся къ одному числу а какъ своему предёлу и разсматри- 
вать непрерывное приближеще аргумента х къ предьлу а: 


Вт = или 


ее, 


тдь й—безконечно малое число, т.-е, число не равное нулю, но стре- 
мящееся къ нулю, какъ своему предфлу. Бъ такомъ случаф равен- 
ство (1), опредфляющее непрерывность функши, можно написать въ 
видЬ 

т ев =г@). 


Символъ Нт читается такъ;: предёлъ „при й, стремящемся къ нулю“. 
А=0 


(Для сокращеннаго обозначеня выраженя, поставленнаго въ ва- 
вычки, мы пишемъ #0, хотя # лишь стремится къ нулю). Счи- 
тая й положительнымъ, будемъ имфть для лЪвосторонней непре- 
рывности 


Вт Га— №) =Г(@), [0 
й=0 


для правосторонней 
„т Гери) =Г@), (3) 


для непрерывности въ точкЬ & съ той и другой стороны должно 
имьть мёсто равенство: 


бт реп) т вт Ге), “ 
о ры 


или сокращенно 
о та0=16-9, 


ТДЬ симвопъ а--0 долженъ показывать, что аргументъ д прибли- 
жается къ а уменьшаясь, а символъ а— 0 увеличиваясь. 

Услоше непрерывности функши можно представить еще въ иномъ 
вид, примфнивъ сюда опредълеше предфла. Изъ равенства 


пт ге-+5 - го 
сльдуеть, что разность Да-+- в) — Ка) величина безконечно малая 


при В, безгранично уменьшающенся до нуля. Поэтому, взязъ лю- 
бое положительное число в, можно подобрать, сообразуясь съ этимъ 
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числомъ, достаточно малое положительное же число $ такъ, что 
. при [В|<6, будемь выть |Г@ РО —Г@|<ь, [5] 

‘или, если обозначимъ а--й черезъ х, 
при |#—в[<%6 |2 —#|<е. 5) 


Эту же мысль, не обращая внимая на порядокъ измЪнешя 
функши и аргумента, мы выражали раньше (стр. 36) такъ: функщя 
непрерывка, если безконечно малому приращен!ю аргумента соотв$т- 
ствуетъ безконечно малое приращене и функши, 

Бели функшя непрерывна въ каждой точкф какого-либо интер- 
вала, те она непрерывна въ этомъ интервал %. При данномъ 
положительномъ числ & достаточно малое число $, удовлетворяю- 
щее условмямъ (5) ими (5') для каждой точки интервала можетъ 
быть различно, можеть зависЪть не только отъ 2, но и отъ див. 
Но еспи для всёхъ точекъ интервала независимо оть # или & для 
даннаго положительнаго числа 5 можно подобрать одно и то же 
значене д, но большее нуля, то непрерывность функщи будетъ рав- 
номфрной. При равномЪрной непрарывности функши въ данномъ 
интервалф, если дано положительное число в, можно разбить интер- 
валъ на конечное число достаточно малыхъ интерваловъ, равныхъ $, 
такъ что, если взять въ какомъ-либо изъ нихъ любыя два значе- 
ны независимаго перемёниаго х’и д", будеть имфть мфсто нера- 
венство 

КРК во |< 8 


Напр. функшя а) очевидно равномфрно иепрерывная въ лю- 
бомъ конечномъ интервалЪ, напр. въ интервал 0 <.1: каково 
бы ни было данное положительное число &, для 9 нужно взять ка- 


кое-нибудь число меньшее =. Но функшя ат не будетъ равно- 


мЪрно непрерывной въ томф же интервалЪ 0=<1. Дьйствитель- 


но, если дя” и то #—" или 6 допжно быть 
меньше &. ай": 


4 в. 2". 


Но д’ и д" могуть быть взяты какъ угодно близко къ нулю и по- 


ГЛАВА И. ОСНОВАНИЯ УЧЕНИЯ О ФУНКШЯХЪ, 211 


тому нельзя рзять $ такимъ конечнымъ числомъ, которое удовле- 
творяло бы предыдущему условно при всякихъ х’ из”, сколь угодно 
близкихъ къ нулю: 6 зависить не только отъ г, но и оть 2’ из’ 


$ 7. Теоремы о предфяф суммы, произведешя и частнаго въ случа 
непрерывиато измфненя перембнныхь. Въ предложеняхъ о предълахь 
‹<уммы, произведеня и частнаго (8 2} мы разсматривали перемфн- 
ныя числа а, 6„...., принимающя безчисленное множество зна- 
ченй: 2, @,, а;,..., @»..., В, В,,... За тая перемфиныя можно 
принимать функши н%котораго аргумента : и, = (4%), и, = 0(®), 
1... ‚нь — р (2), принимающя безчисленное множество значен со- 
отвЬтственно значенямъ аргумента: 2, т, х.,. 2»,..., стремя- 
щагося къ нёкоторому предфпу а. Аргументь 2 можетъ приближаться 
къ своему предфлу, измФняясь непрерывно. Теоремы о предфлахь 
суммы, произведеня и частнаго можно выразить теперь слЬдующимъ 
образомъ: 


т И) -- АФН _.. +7 |= № Л) Рив В... - 18 50), 


или сокращенно 


т (и...) = шт щ +... м [о 


ни [А @).®... ИФ] = Л). т В... Л, 


т бош... д = т ву... 8 [Е 
бт сор = ря Гор, пли и мн т ди. ® 
ны П® ТА а тм. ч 


хо ВФ т ВЫ)’ РУ 


Символъ Йт означаеть: „предфиъ при 2, стремящемся къ а“; эдЪсь 
ха 
= не равно а, а лишь стремится къ @, какъ своему предфлу. 
Предполагается, что эти функци при 2, стремящемся къ а, 
имвютъ предёлы и, кромЪ того, въ послфднемъ предложени (4) 


предполагается, что т (а) = ти, 520. 


212 — ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ. Часть 1. 


$ 8. Примбры прерывности фунищи. 1. Для непрерывности функщи 
въ точкь @ необходимо, чтобы 


Ни Раю - Г), если Вт ина, 


хаковъ бы ни быль выдЬленный рядъ значенй аргумента: 2, х,, 
=... 2„,..., стремящЁйся къ данному числу а какъ кь своему пре- 
дЬлу, Но если при различныхъ рядахъ значеши аргумента х„,2’,,..., у 
имъющихь одинъ и тоть же предъль а (Нтх,-=Нтя’, ==а), 
соотвфтствующея значеня функщи Дх,), Кя’),... имфють различ- 
ные предьлы или не имфють предфла, то въ этомъ мест нару- 
‘щается непрерывность функщи — функця прер ывна. Такъ функ- 
(я. этх при всякихъ конечныхъь значешяхь аргумента, какъ 
сяЪдуеть изъ ея геометрическаго опредфленя, непрерывна; но 


1 
функцы зп; при 1==0 прерывна. Въ самомъ дфлЪ, выдёлимъ изъ 


непрерывной послфдовательности значенЙ аргумента х значен/я 


жи = 
пл. 


тдь в —цфлое число. безгранично увеличивающееся, а а, и ©,—ду- 
товыя мфры данныхъ напередъ острыхъ угловъ. Эти перемфиныя 
значеня аргумента стремятся къ одному и тому же предёлу: 
Ятя, ==Вт’,-=0. Сботвфтствующия значеня функщи стремятся 
къ различнымь предъламъ, если а, 52а, 


т 


Патио Е = тя (2 Ты} = ть (: + =) =тщ, 


ай а. 


тие дав (вх +1+ «) = ть {5+ ы) 


„1 
Такимъ образомъ функщя р при х==0 прарывна: непосред- 


ственная подстановка 5 


О не имфеть смысла, а при х, стремя- 
щемся къ нулю при различны хъ законахъ уменьшен х, полу- 


1 
чаются различные предълы для вт >, заключенные между — и --1 
(черт. 160). ” 


ГЛАВА П. ОСНОВАНИЯ УЧЕНИЯ О ФУНКШЯХЪ. 273 

2. При односторонней непрерывности въ точкЪ а предёлы; къ 

которымъ стремятся значеня функши, для каждой стороны могуть 

быть разпичны и такимъ образомъ приж==а функщя испытываетъ 
перерыв, мёняя свое значеше скачкомъ: 


ци г0—М=р: Ви ре-ю = 
0 то 


ря. 


Примёръ такого перерыва даеть функшя 


о РЕЧЬ 


= 
х 
ТАБ символомъ ат д мы обозначимъ дугу, мняющуюся отъ —= 


я 
до =‘ Если х приближается къ а (будемъ считать а лопожитель- 


нымъ) увеличиваясь, то х— а, а стало быть и до перехода 


къ предфлу все время отрицательно. Слфковательно, стре- 


мится кь— ©, а атейу > 


л 
у къ — у и такимъ образомъ будемъ 
имть 


Подобнымъ же образомъ, если д приближается къ @ уменьшаясь, 
находинъ 


Пит атс 
а Ча 


; 6: 
ви геы = РТ 


Черт. 161. 


Если р->>4, то графика этой функщи имфеть видъ, представлен- 
ный на черт. 161. (Такъ какъ 


Вт ато 
= 


я ыт 8) 
+= 


Р-+ 
з 


то прямая, параллельная оси абсциссъ и отстоящая отъ нея на раз- 


стоянш, равномъ Ре ‚ служить асимптотой этой кривой). 


18 
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3. Когда функШя при стремленти аргумента къ какому-либо зна- 
ченшо увеличивается по абсолютной величин безгранично и пре- 
восходитъ любое напередъ данное число, то мы должны считать 

1 
(#— а)? 
стремящемся къ а, безгранично увеличивается до безконечности: 


функцию въ этомъ мьстЬ прерывной. Напр.. [(4} = при х, 


Вт [(а) = со. 
Значеше функши при х==а въ этомъ случа не опредЪлено, ибо 
дьлеШе на О не имфеть ариеметическаго смысла, и потому услоа 
непрерывности 
Вт Га -- В = Га) 
те =Г® 


не выполняется, ибо [(@) не имЪетъ смысла. Но если подъ {(а) 


Черт. 162. Черт. 163. 
разумфть Ит /(а-|-#), т. 


имо мЬсто неравенство 


<2, то нельзя подобрать такого й, чтобы 


Пеазэ-г®[ <, 


ДЪ г любое сколь угодно малое положительное число, ибо 


1 


ы и > при всякомъ маломъ й 


чина, а [(а) == оо (черт. 162). 


конечная вели- 


1 
4. Фувкшя = при #==е@ испытываеть перерывъ та- 


хото типа, въ которомъ совмфщаются свойства перерывовъ типа 2) 
и 3) (черт. 163). 
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5. Фунишя По . вит при #==0 испытываетъ перерывъ та+ 
кого типа, въ которомъ совмфщаются свойства перерывовъ типа 1) 
и 3), ибо множитель вы 1 колеблется межу — Ти 1, и эти 
колебашя становятся чаще и чаще по м®рф приближеня 2 къ нулю, 
а размахи ижъ, опредьляемые первымЪъ множителемь ь безгранич- 
но при этомъ увеличиваются. 


$ 9. Непрерывность элементарныхь фунишй. Предьяъ степени ра- 
зенъ степени предфиа [(3) 8 7]: 


Фи пя — а 2", 


къ какому бы предфлу ни стремилось х, а это значитъ, что сте- 
пень 2“ непрерывная функшя аргумента: если [(а) ==”, то 
ит ра) ЕЙ”, а (т =” зи т)" и, слъдовательно, услоше не- 
прерывности выполняется: 


Тв хи = (я 2)", или  йт Р(®) = [т 2). 


Примфняя предпоженя 1, 2, 3 ($ 7) кь цфлой рац{ональ- 
ной функции 


Г = в" фо... фы, 

мы должны заключить, что эта функшя непрерывна: 

Ва (пошта -1--... ан) = Им а ро би а"... Нав, 

во а гу т аа... ам, 
йт Г =Р0тэ). 

Дробная рац!ональная функц:я также непрерывна при 
х, стремящемся къ какому угодно постоянному числу а, только бы 
это число не было корнемтъ знаменателя, т.-е. не обращало бы 


знаменателя въ нуль, ибо при этомъ услови мы имъемъ право при- 
18* 
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мынять предложеше 4 (8 7): 


маи 

Те Е б Е БвястЕ ... 
Са ба аа о. фон и ааа... ан) _ 
ИИ риа... бы... > 


ибо ры... Вы 520; 


_ 6 @т эн рат в |... ан 
2 и в ау Е Ъ, @т в". 


т.е. 
ит р = вн ®). 


Такимъ образомъ, рацюнальная функшя непрарывна въ тьхъ 
интервалахъ, въ которыхъ нёТЪ ни одного корня знаменателя. 

Непрерывность тригонометрическихъ функц!й 
вытекаеть изъ ихъ геометрическаго опрадъленя, при Чемъ для 
ги зеел ‘исключаются изъ предёловъ непрерывности значеня 


‘аргумента аа, тдь Ё— какое-нибудь ЦЪлое число, а для 


гот и еозеех исключаются значешя аргумента #л; при этихъ зна- 
ченяхь аргумента отмфченныя тригонометричесмя функши стремят- 
ся. къ 0. 

:Функц!:и круговыя‘ипи циклометрическ!я. какъ 
обратныя тригонометрическимъ, будуть также непрерывны въ тЪхъ. 
интервалахъ, гдф онЪф опредъяены. 

Чтобы судить о непрерывности показательной функции (а*). 
и логариема, нужно прежде всего опредвлить эти функши 
не только для ращюнальныхъ значен аргумента, но и для ирра- 
цщональныхь, между тфмъ показательная функщя опредълена лишь 
для ращональныхъ значенй аргумента, а логариемъ-—для тфжъ эна- 
чен аргумента, для которыхь онъ самъ’ ращоналёнъ. 


$ 10. Дополнительное опредфлеще показательной фунищи и лога- 
риема; ихъ непрерывность. Если какая-либо функця опредЪълена 
лишь для рац!ональных значенй аргумента, то ея значеня 
дяя иррашональныхъ значен!й аргумента могутъ быть дополнительно. 
опредълены сонершенно независимо отъ предыдушаго опредфленя. 

Но если’мы желаемъ, чтобы опредъляемая функц была непре- 
рывной, 10 необходимо, хотя и ме достаточно,. опредфлять 
значеше функщи для иррашональныхь значен аргумента, какъ 
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предфльъ ряда значенй этой функши при ращональныхь значе- 
ныхъ аргумента. Пусть, напр., рядъ рашональныхь значенй : аргу-. 
мента 7. ,т,,7,,...,Т..... Иметь предфломъ ирращональное число 
2: Нат, ==р. Если для ращюнальныхь значен аргумента функщя 
{(®) опредфлена, то подъ знакомъ {(р) нужно разумёть Вт [(х»): 


(р) = вв Ги») . 


Чтобы убъдиться, ‘что такъ опредфляемая функшя непрерывна, 
нужно еще доказать, что при всякомъ рядЪ значенй аргумента, 
имъющемь предёломъ число р, Ит Да.) будетъ то же самое число, 
хоторое мы обозначили черезъ Ир): 


вн Рад = ивр... =Г(Ф), воли Вт ан = тии =... =. 


Примфиимъ такой путь дополнительнаго опредфлен!я къ пока- 
зательной функщи. - 


Для рацюнальныхъ значемЙ аргумента *) функщя а? (т.-е. сим- 
волъ а”) вполнЪ опредфлена: если ти я—цфлыя числа, то 


4" = в.4.в.1...а, 


ава: 


Символъ а” для рашональныхь значенй аргумента обладаеть сл®- 
дующими свойствами: 


.м. 


аа а; а: 02 = а"; ("7 = а"; в. 


Для показателя, равнаго нулю, символь 4° опредёленъ, какъ част- 
ное двухъ степеней съ равными ращональными показателями, и 


потому а°—1: - 
ие -1. 


Но для иррашональныхъ значенй аргумента функц а* еще неопре- 
дьлена *"): символь а”, напр., пока не имфеть смысла. 


т . 
© то соли а отл лм я — илья чнола. 


=*) Вь $2 и З ги. Г ляшь намёчень путь обобщенйя. 
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Бсли 4>>1, то съ увеличенемъ показателя и функшя а? уве- 
личивается (мы конечно имфемъ право разсматривать пока лишь. 
рашюнальныя значеня показатехя). Именно, для цфлыхъ показате- 
лей это предпожене очевидно, ибо если в==т-|-1, гдЬ и, ти р 
цьлыя ‘числа, то 


НН > 


‚ 0 ана, а.а.. ат и ара”. 


Чтобы убьдиться вЪ справедливости того же предложеня дия дроб- 
ныхъ показателей, нужно предварительна доказать, что при вся- 
комъ (рацюнальномъ} положительномъ показатель а” >> 1. 


1 
Пусть = тдь 4 - положительное цфлое число, и пусть 


В . 
а*-={ Уа=а. Если бы & было меньше единицы, то и @/, т.е. 


а, было бы меньше единицы, что противорфчитъ условно (а >1); 
еспи, бы в было равно единиц, то и ай т.е. а, было бы также 
равно единицф, что опять противорфчить условю. Сльдовательно, 


т 
а, те. а1>1. 


Если =, тдь ри 9 — цьлыя положительныя числа, то 


г + Ы 
@1—(а9}; но а по доказанному бопьше единицы, а потому и 


а ый, 


Теперь мы можемъ доказать, что ат а?, есии #7>у. 
Въ самомъ дЬЛЬ, 4°:47==0°9. Но #-- у. по условю положитель- 
ное число; слфдовалельно, 


421, ши т, 
откуда 
ера. 


Такимъ образомъ, если показатель х уменьшается (пока принимая 
ращюнальныя значен!я), то и функшя 4” уменьшается. Пусть 


ЕН > 


рядъ убывающихь положительныхь ращюнальныхь значешй аргу- 
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мента. Этому ряду соотвётствуеть рядъ убывающихъ значен фумк- 
щи 

аи ра >>... ра>... 


При этомъ а*>>1. Если Им л,=0, то изъ неравенства 
ат >1 


слёдуетъ, что Иша” > 1 (стр. 205). Но какой изъ знаковъ вы- 
брать знакъ равенства или неравенства — вопросъ остается пока 
нерёшеннымъ, Опираться при этомъ выборь на положеше, что 
а =1, нельзя, ибо а” разно ециницф потому. что символъ а 
опредфленъ, какъ частное двухь степеней съ равными рашональ- 
ными показателями, между ТЬиъ какъ въ предыдущемъ показа- 
телЬ 2х. стремится къ нулю и мы должны судить о предфлЪ 


@’®. Еспи мы убЪфдиися, что разность а“*—-1 — обозначимъ ее че- 
резъ #— величина безконечно мапая, то Ит а“ = 1. 
По услоью Итл, =0; сльдовательно, т, число безкоиечно ма- 
лое и можеть быть сдёлано по абсолютной величинЪ меньше любого 
; 1 
сколь угодно малаго положительнаго числа, напр, „, сд р--цьлое 
число: 
1 2 


= <} и аа, ни аа —1. 


Сльдовательно, 
а 1 


4—1, ши ФЪаИ. 


Возводя обЪ части этого равенства въ степень р, получимъ 


а> ии! = 1 + РВ Эм... +в, 
и тьмъ болфе 


арт, 
откуда 


5<° 


р 


Число # положительное; слфдовательно, 
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Но р можно взять сколь угодно большимъ и, слёдовательно, "т 
можеть быть сколь угодно малымъ, а это значитъ, что й можеть 
быть сдлано меньше любого напередь заданнаго положительнаго 
числа, т.е. # — число безконечно малое и йт й—0. Такимъ обра- 
зомъ 
Зв (а —1)=0, 


‚ ели Ито. 


или Вт а*н 


Такъ какъ предълЪ обратной величины перемфннаго равенъ обрат- 
ной величинЪ предёла (стр. 258), то мы волжиы имфть 


Чт а * 


и если Иих.-==0, тои Ита ®"-=1. Такимъ образомъ, еспи х, 
страмится къ нулю не только принимая положительныя значеня, 
#6 и-отрицательныя или поперемфнно т® и друмя, то ай" стремит- 
ся.къ единицЪ, накъ своему предфлу. 

Теперь можно показать, что каковъ бы ни былъ рядъ ра- 
ц!ональныхьъ чиселъ 9, ,7,,7,,..., Та,..., стремящийся къ ир- 
ращюнальному числу &, какъ своему предёлу— 


т ин =, 


функши; а” , а”? , а” а" ,... 


соотвётствующ рядъ значен: „... 

стремятся къ опредъленному предфну-—обозначимъ его пока черезъ 
А. Въ самомъ дл, можно ращональное число г„ взять съ доста- 
точно большимъ указателемъ т такъ, чтобы оно отличалось отъ 
всякаго числа 7, того же ряда съ указателемь еще большимъ сколь 
угодно мало, т.-е; чтобы разность 2„==1ь —т» при в2>т и 6ез- 
гранично увеличивающемся т была величиной безконечно малой: 


. и, 
Ита_==0, При этихъ услощяхь и разность @"—@” будеть 
также величиной безконечно малой. Дъйствительно, 


ати агт а" (ат ти — 1) = а’ (а* — 1) Каан 1), 


тдЪ А произвольно выбранное опредъленное рашюнальное число, 
болышее чёмъ # и, стало быть, большее, при косталочно большомъ 
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значеши указателя т, чёмъ любое 7„, если п? т, такь какъ ра- 
цональныя числа 7, съ увеличенемъ указателя группируются около 
своего предфла {. Но, такъ какъ Итх,==0, то разность а?" — 1 
величина безконечно малая и можетъ быть сдфлана меньше любого 


напередъ заданнаго положительнаго числа, напр, = : 
Г 


ат <. 


СлЪдовательно, 
феи а" | <, 


т.-е. величина а" — а"* — величина безконечно малая и потому 
(стр. 205} а”" стремится къ опредьленному предфлу А: 


фт ана, 


Если другой рядъ рашональныхь чисель #'. „7... ,... а, 
стремится къ тому же предфлу # : #т т, =, то при достаточно боль- 
шихъ указателяхъ числа 9, и #', отличаются ‘безконечно мало одно 
оть другого, а потому и значеня функци а” и а”я отличаются 
безконечно мало одно отъ другого: 


ака = ая ан "нра —1), 


тдь 


Пр ко Иа 
слфдовательно, 


ие а’я == 5 0"" = А, 


Обозначимъ этотъ общий предёлъ А черезъ а: 


Ни ана, ебли Вт а 


Въ этомъ равенствЪ: Нна”® а’ мы имфемь опредфлен{е воз- 
веден!я въ степень съ ирращональнымъ показателемъ. Правила 
дДЪйствй надъ степенями съ иррацюнальными показателями тЪ же, 
что и правила дЬйстЫйЙ надъ степенями съ ращшональными по- 
казателями. Въ самомъ ДЬлЬ, пусть, напримёръ, Нти» =: 
Ни В, — и, а слЪдовательно, 


ит (ии Вы ем. 
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Подъ фи м мы разумъемъ иррашональныя числа. Изъ равенства 


"зан аи Вь 
слфдуеть 


Пит о"н. Би аб вт о + Ав, то. об. бж +", 


Точно также можно убфдиться, что ‘и остальныя правила дьйстий 
<ъЪ показателями имфютъ мфсто и для иррацюнальныхъ показателей. 

Кромь того, если иррашональное число $ меньше рацональнаго 
или ирращюнальнаго же числа %, т.-е. {< и, то и а' << а“. Это предло- 
жеше выше было доказано лишь для рашональныхь значешй по- 
казателя. Можно доказать, что оно имфетъ мёсто и въ случаЪ, если 
одинЪ или оба показателя ирращональны. Въ самомъ дфлЪ, пусть 
ть ву", = а Ит В, ==Ит В',Е=и, при чемъ 


ть я нь. 


Тахниъ образомъ 7, приближается кь # увеличиваясь, а #"„ 
уменьшаясь, а потому 

аа а" 
и точно таже 

аи а". = 
Числа г. и ?", группируются окопо & а числа В, и В, около и, 
а потому указатели ращональныхь чиселъ х„, /', В, и Е’, можно 
ваять настолько большими, чтобы »', было меньше А„, въ такомъ 
случаЪ интервалъ (г„”,„) будетъь внЪ интервала (В,Ё,„). Такимъ 
образомъ имфется сльдующ рядъ неравёнствъ: 


тк Н,, 


а слфдовательно, имфютъ мьсто и слфдующия неравенства: 
ан нат < аа. 


Но и" заключается между д”* и &”^, а а*--иежду а иа 
тому 


а по- 


а «ан. 


Итакъ, показательная функщя а теперь вполн% опредфлена. Остает- 
ся лишь показать, что функщя эта непрерывная, т.-е, что для 
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нея имфетъ мЪсто опредьляющее непрерывность функщи услоше: 


т Ган) = Ва 2), 
или 


Тв @ а" т 


при всякихъ не только ращональныхъь послфдовательностяхь чи- 
сёлъ 1, 2,,....: 2»...., стремящихся къ какому-либо предфлу. 
Если число #, ирращюнальное, то всегда можно взять два его 


. 1 
ращенальныхь приближен!я 9, из, -- п’ ОНО съ недостаткомъ, дру- 


1 
гое съ избыткомъ и отличающихся одно отъ другого на. в: 


ыыы +1, 


ть 
Зет уж — 8 (. + )- Вт =. 


Соотвьтственныя значеня функши находятся въ такомъ же отно- 
шени: 


вн а" < в". 
Сльдовательно, 
. 1 
.- о Уж 
фт ати < ата" =. - 


Но по опредфленйю 


з. 
: я рт («+ 
аби овн а по пои" О ани, 
Итакъ, . 
аб к 3 Ни вин $ ай" *н 
СлЪдовательно, 


т а” 
Такимъ образомъ показательная функшя а“ непрерывная функшя. 
Если а>>1, то при возрастающемъ аргумент функшя 4” прини- 
маеть всегда возрастаюнця значеня, меняющяся отъ 0 до + о: 


пока +® и бе о. 


Если 0561, то показательная фунищя убываетъ съ возра- 
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стан!емъ аргумента: 
ока. в фориро. 


Логариемическая функщЯ у — 04. обратна показатепьной и опре- 
дЬляется равенствомъ 


ва? @р>о. 


Показатеньная функшя теперь вполнЪ опредфлена и мЪняется отъ, 
0 до-- со въ то время, какь показатель м%няется оть — со до 
-{ <= (при а>> Г). Поэтому лотаривмъ вполнф опредфленъ для всъхъ 
значенй аргумента, заключенныхь между О и -- >: 


ое, 


и принимаеть соотв®тственно значеня оть — © до + о: 


. —< <у< +95 


иначе—всякое положительное число имфетъ логариемъ. Такъ какъ 
показательная функшя непрерывна, то и обратная ей-—погарие- 
мическая непрерызна тамЪ, гдЪ сна опрёдфлена, т.-е. нъ интерваль 
отъ 0 до -- ©. При этомъ при , стремящемся къ нулю, логариемъ 
стремится къ — со и, слЪдовательно, при х==0 логариьмъ испыты- 
ваеть нарушеще непрерывности, между тфиъ какъ непрерывность 
сохраняется при сколь угодно’ малыхъ положительныхь значеняхь 
аргумента: при значемяхь х сколь угодно близкихъ къ нупю, 
во не при #==0. 

Таковъ путь опредфленя и обобщешя понямй функШИ показа- 
тельной и логариомической. Мы увидимъ далфе, что тЪ же функ- 
щи могуть быть опредфлены иначе и сразу какъ для рацюнальныхь 
такъ и ирращональныхь значемй аргумента. 


`8 10. деновный свойства непрерывныхь фуннщй. Интересь матема- 
тическаго, знализа заключается прежде всего въ ПРИМЪНен!м его къ 
зученю свойствъ непрерывныхь функц. Разнообраме функий 
очень велико и непрерывныя функщи составляють въ этомъ разно- 
образ лишь очень небольшой кяассъ. Мы видфли выше примфры 
функщй прерывныхь въ ифкоторыхъ точкахъ. Существуютъь функши 
прерывныя въ безчисленномъ множеств точекъ и даже прерывныя 
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въ каждой точкЪ. Свойства такихъ функций конечно представляютъ 
громадный интересъ съ точки зрёня теори функц, пресльдующей 
цфли` чистаго зная, Но эти вопросы общей теори функц лежать 
виЪ непосредственныхь интересовъ приложенй и, если и имфютъ 
значеше для нихъ, то лишь постольну, поскольку они касаются въ 
то же время въ частности функщй непрерывныхъ. у | 

Въ этомъ параграфЪ мы и разсмотримь нФкоторыя основныя 
свойства непрерывныхь функшй. При этомъ будемъ считать’ функ: 
цю опредфленной нъ нфкоторомъ интерваль (а5), который будеть 
или замкнутымъ, т.-е. въ ‘которомъ независимое перемфнное х 
принимаетъ не только промежуточныя значен, но и граничныя ди 6: 


«5255 


или незамкнутымъ, открыты мъ, въ которомъ независимое 
перемъяное не принимаетъ граничныхъ значенй: 


««=<ь. 


Интервалъ можетъ быть также замкнутымъ съ одного конца и от- 
крытымъ съ другого: 
252% и в<255. 


Мы уже знаемъ, когда функшя будетъ непрерывной въ данномъ 
интервалЪ. Теперь нужно выяснить еще терминъ зконечная функщя“. 
Если функшя непрерывна въ интералЪ (а 5), то, какъ слфдуетъ изъ 
опредъленшя непрерывности, значен:е функщи въ каждой точкЪ 
этого интервала конечно. Но изъ того, что. каждое значен!е 
функщи конечно, еще’ не слфдуеть, что и функц(я конечна. 
Конечной въ интервалЪ (25) функшя называется тогда, когда 
СЪ ея значеня въ этомъ интервал® не просто конечны, а заклю- 
чены между двумя конечными числами, напр., Ми №: конечная 
функц! я ограничена и сверху и снизу. Если всЬ значе- 
в!я функци заключены между двумя конечными числами, то суще- 
ствуеть и верхняя граница этихъ значей № и нижняя 
№, т.е. тая числа М'и №, которыя обладаютъ слёдующими свой- 
ствами: 1) они опредфляютъ интервалъ (№ М'), заключающй всь 
значеня функщи, но ни одинъ изъ интерваловъ (№, М — г) или 
(Мг. М ипи (№ -{- в, И'— =), гл г сколь угодно малое положи- 
тельное число, уже не вмёщаетъ всфхъ значенй этой функци. Въ 
самомъ дЬлЬ, значеня функщи {=} сльдующимъ образомъ распредЪ- 
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ляють ращюнальныя числа на два класса: съ одной стороны — рашо- 
нальныя числа, которыя не могуть быть превзойдены ни однимъ 
значешемь фунящи /(0), образують верхий классъ [ташя ращональ- 
ныя числа есть: напр. вс чиспа бильшя числа №} съ другой— 
остальныя ращональныя числа, къ которымъ, между прочимъ, отно- 
сятся рашональныя числа менышя Х, образують нижнйЙ классъ. 
Такимъ образомъ произведено счеше (ОефеКш4) въ области рашо- 
нальныхь чисель и ТЬмЪ самымь опредфляется число ЛИ, являю- 
щевся верхней границей значены функщи Г(*). Точно также можно 
убадиться и въ существованти нижней границы ^ 


1. Теорема. Если функцы (4) непрерывна въ замкнутомъ 


интерваль (#5) 
56. 


ло она и конечна въ этомъ интервалф. 

Можно привести примьрь непрерывной функщи въ не- 
заиккутомъ интервалф, которая будеть имфть конечныя значе- 
за, но не будеть конечна, не имфя какой-либо границы. Именно— 


1 
функця /@) = д 8 интервапЪ 


05251 


йе замкнутомъ при & 


0, ве иметь верхней границы, ибо 


*жеть превзойти любое сколь угодно большое, данное напередъ 
число: для этого стоитъ только взять х достаточно малымъ, 

Можно привести также примёрь прерывной функщи въ 
замкнутомъ интервал, которая принимаеть только конечныя 
значешя, но не будеть конечной. не имЪя каной- либо границы. 
Такую функшю для замкнутаго интервала 


можно опредълить слфдующимъ образомъ: если 2520, то 


. 1 . 
Фу» а при #=0, 1) =0 или [®)=0, При и==0 такъ 


опредфленная функцы испытывасть порерывъ, ибо 


Тан 219 ЕР, ; 


п также, какъ зъ предыдущем примфр, не имфетъ верхней гра- 
ницы. 
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Но если функцы непрерывна въ замкнутомъ интерваль, 
то она и ограничена въ этомъ интервалЬ и сверху и снизу, т.е. 
конечна. 
Въ самбмъ дБлЪ, положимъ это утвержденше невЪфрно. 
Пусть, налр., не существуеть верхней границы для функши {(4) 
въ замкнутомъ интервалЪ 


Раздфлимъ интервалъ (4 5) пополамъ. По крайней мфрЪ въ одной 
изъ этикъ половинъ функц я /(2) не будеть ограничена сверху, 
ибо если бы въ каждой изъ этихъ частей она была ограничена, то 
она была бы ограничена и въ интерваль (5), что противорфчить 
сдъланному предположеню. Обозначимъ концы этого интервала черёзъ 
@ и 6, при чемъ одно изъ этихъ чиселъ совпадаетъь съ однимъ 


. а-+-5 
изъ данныхъ чисель @ или В, а другое равно —. Съ интерва- 


ломъ (8) поступаемъ танъ же накъ и съ первымъ, Получимъ 
новый интервалт, (а,Ъ.), совпадающй съ олной изъ половииъ пре- 
дыдущаго, и внутри этого новаго ийтервала функшя {(2) должна 
быть неограничена, если сдфланное предположене о неограничен- 
ности въ интервалЪ (#5) вЪрно. 

Продолжая эту операцю безгранично, получимъ безчисленное кно- 
жество интерваловъ (а 5), (а, 8), (а, В,),...., (а №)... изъ 
которых каждый сльдующ@ пежитъ внутри предыдущаго: 


При этомь.- 


$ —а 
=, 


и = 


Въ интервалЪ (а„8,) функшя /(2) должна быть неограниченной. 
Этоть интервалъь лежитъ внутри интервала (а8), быть можеть 
примыкая къ одному изъ его концовъ. Увеличивая указатель и, 
можно достигнуть того, что интервалъ $, —а, будетъ сколь угодно 
малымъ. 

Такимъ образомъ внутри интервала (26) существуетъ ин- 
тервалъ {а.5,), сколь угодно малый, внутри котораго данная 
функшя должна быть неограниченной. 

Но такое спъдста изъ сдьланнаго предположеня противорьчить 
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слёдствю изъ условй теоремы. ДЪйствительно, функщя / (2) непре- 
рывна въ заминутомъ интерваль (а 5). Слфдовательно, при всякомъ 
2, удовлетворяющенъ условю 


азиз ь, 


значене функши [(®) конечное число; напр., при х если 
а езЕь, [(е) конечное число, н по усповю непрерывности должно 
имфть мБсто равенство 


Ге-—РФ[<Е при {7—1 58, 


ГАЪ 6 сколь угодно малое положительное число, а 4 достаточно ма- 
лое. Отсюда сяфдуетъ неравенство 


Теа Г® ГО я ела ке тд. 


Такимъ образомъ въ интервалЪ с — 6, е-[ $, величина котораго 
равна 29, функшя Ё(%) заключена между двумя постоянными конеч- 
ными числами }(©)--г, {(©) — ® Но с пюбое число замкнутаго 
интервала (46). которое можеть также совпадать или съ & или 
<ь Ь. Сльцовательно, въ окрестности {любой точки замкнутаго 
интервала (а5) непрерывная функщя Г(4) ограничена и потому 
не существуетъ ни одного интервала подобнаго интервалу 
#,— д», въ которомъ бы функщя {(2) была неограниченной. 

Итакъ, допущене неограниченности функщи сверху приводить 
жь противорьчно со слЬдстыемъь изъ условной непрерывности 
функц и замкнутости интервала. Такое же противорфще получили 
бы при допущени неограниченности функщи снизу. Сл®довательно, 
функшя [(2), непрерывная въ замкнутомъ интервал (а $), ограни- 
чена и сверху и снизу, т.е. заключена между двумя конечными 
зислами и потому конечна, 


2. Теорема Въ замкнутомъ интервая® непрерывная функшя 
имЪетъ наибольшее и наименьшее значене, 


Мы уже видъли, что конечная функщя въ данномъ интерваль 
инфеть верхнюю и нижнюю границы. Для непрерывной функщи въ 
замкнутомъ интервалЪ эти границы принадлежать къ значен1ямъ 
фуняии— воть что ‘утверждаеть эта теорема. Конечной функщя 
можетъ бытъ и въ открытомъ интервал», верхняя и нижняя гра- 
ницы будуть дпя нея существовать, но онЪ могутъ и не принадле- 
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жать къ значейямъ функши. Напр, пусть для незамкнутаго 
интервала 


9<.<1 ® 


функшя опредёлена слёдующимъ образомъ: 


Ра) = 22-5. © 


Внь разсматриваемаго интервала функшя нами не опредфлена, Если 
бы мы взяли то же выражеше 2х --5 и для остальныхь значенй 
2, то это уже была бы новая функшя. Значешя функщи Г (2) == 2% +- 5, 
когда и мфияется въ предълахь отъ О до 1, заключены между 
числами 5 и 7. Эти числа и будуть нижней и верхней границами, 
но этихъ границь функщя Ё(2} никогда не достигаетъ, такъ какъ 
она опредфлена для значенш х, удовлетворяющих неравенству (1), 
но не для 2—0 иа= 

Итакъ, пусть (2) непрерывная функшя въ замкнутомъ интерваль 
{@5). Эта функшя по 1 теоремь конечна, а стало-быть имъетъ верх- 
нюю и нижнюю границы; пусть эти границы будуть ий — нижняя и 
— верхняя. Требуется доказать, что есть тая значеня аргумента— 
назовемъ ихъ с и 4—при которыхъ значея функции равны соот- 
вытственно М и т: 


и #0 


я. 


Докажемъ свазала, что есть такое число ‹ въ интерзаль (45) 
которое удовлетворяетъ требованю {(е) — М, 

Дёлимъ интерваль (&6) пополамъ. По крайней мьрь въ одной 
изъ этихь половинъ верхняя граница функши равна М. Назовемъ 
концы этой половины черезъ @,, 0. Съ интерваломъ (а, 6.) посту- 
паемъ тамъ же, какъ съ интерналомъ (а 5), и получимъ подобно тому, 
какъ при доказательствЪ теоремы 1, безграничный рядъ интерваловъ 
@5), а, 8}, (@, 5)... 8), .-, ПРИ чемь 


аби 5 ... 


Сльдовательно, о6Ъ посльдовательности чисель и, а ‚и,,..н В, 6,8... 
стремятся къ одному н тому же предфлу; назовемь ого с: 


Кой ци =: В ат с. 


15 
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Въ каждомь изъ полученныхь интерваловъ верхней границей 
фувкши /(2) будетъ число М. По самому опредёлен!ю верхней гра- 
ницы функц (5) можетъ принимать въ соотвфтствующемъ интер- 
валЪ значеня сколь угодно близ къ границ М. Поэтому въ 
первомъ интервал® можно взять такое значеше м, аргумента, при 
хоторомъ значеше фуниши {(1,) превзойдеть число М — &, во вто- 
ромъ интерваль можно взять значеше аргумента м, при которомъ 
значеше функщи #2.) правзойдеть число М — в; ит. д: 


1 > Ин. Гед>М—я, Рад М-ь, Ра) >МИ—в 


или 
ИГ) <ь И-Гад<а НГ <ь,.... ИГ ыы... 
ТАБ &,#1.8,,...,5%,... ПЮбыя сколь угодно малыя положительныя 


числа. Можно выбрать ижь танъ, чтобы нзъ нихъ образовалась 
убывающая, стремящаяся къ нулю, какь своему предёлу, послЪдо- 
вательность, напр., можно положить 


6 


8 


Изъ неравенствъ (4) при услошяхъ (5) слфдуетъ, что М является 
предфломъ перемфннаго числа [(2„}, а изъ неравенствъ (6) выте- 
каетъ, что х„ стремится къ тому же предфлу, какъ и числа а, и $,: 


[0 


ть (тн) = М и Бе ли == Вт ан = В б» = 


Но [(2) непрерывная функшя и потому 
Вт Гон) = Рт =); 


замвняя об части этого равенства на основами развенствъ (7) рав- 
ными имъ величинами, получимъ 


и- Го. 


т.е, верхняя“ граница непрерывной функщи /(2) въ замкиутомь 


ГЛАВА Ц, ОСНОВАНИЯ УЧЕНЯ О ФУНКШЯХЪ. 291 
‘интервалЪ является значешемь функши /(2) при х==е, гдЪ с число 
заключенное въ ивтервалЪ (а5), 


Точно также можно доказать разсматриваемую теорему и отно- 
сительно нижней гранады. 


Примфчан]е. Разность № — т называется колебащемъ функ- 
ци /(а) въ интерваль (45). 


3. Теорема. Если непрерывная функщя (2) при х—=ав 
при == имъетъ противоположные. знаки, напр., 


Ра) <0, г@)>0, 


то при нкоторомъ промежуточномъ значен!и аргумента х—е, за- 
ключенномъ между 4 и $ (предполагаемь <= 5) 


а<е<ь, 


‚разсматриваемая функщя обращается въ нуль. 


Прим чан!е. Предложеше это очевидно геометрически: гра- 
фика непрерывной функши {(=), соединяя точку 4[а, Ка)], лежащую 
подъ осью абсциссъ (черт. 164)},. съ точ- 
кой В, [(6}], лежащей нацъ этой осью, 
чтобы перейти изъ нижней части плос- 
кости въ верхнюю, должна пересЬчь ли- 
но раздъна, т.-е. ось абсциссъ; ордината 
точки пересфчены равна нулю, т.-е. нёко- 
‘торое значене функши въ интервал (25} Черт, 164. 
обращается въ нуль. 

При аналитическомъ доказательств этого предпожешя 
не геометрическ{ я представлены, а аналитическое опредфле- 
не непрерывной функши и теор я предфловъ должны служить осно- 
вавемъ для заключен й. Геометричес! чертежъ можетъ служить 
лишь иллюстращей аналитической мысли. 

Доказ. РаздЬлимъ интервалъ (аб) пополамъ; абсцисса середи- 


ны будеть равна +9. Этою точкою интервалъ (45) раздёлится 


: : а 
на два меньшихъ интервала. Значеше функши (х) при х=— 
или равно нулю, или положительно, ипи отрицательно. Еспи бы 
(=) было равно нулю, то теорема была бы доказана. Пусть 

19* 
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1 (=+") ве равно нулю. Беремъ тоть изъ двужь интерваловъ 
2 У у: 


ие и (=. ь) ‚ въ концакъ котораго значешя функши 
|) имвють противоположные знаки. Обозначимъ ради сим- 
метри абсциссы концовъ этого меньшаго интервала черезъ а,, в, 
при чемъ 

Гар хо, а />0 
и 
5— 


Я 


Съ интерваломъ (а, 8,} поступаемъ такъ же, какъ и съ пер- 
вымъ. Такимъ образомъ найдемъ третй интервалъ (а,, В,): 


вать <ьзьзь: Бра" 


и 
#0 <о. Го) <0, Год <о, а Г@)>0, 1@>0, 5. 


Продолжая такую операшю безгранично, получимъ безграничный 
рядъ интерваловъ: 


@,0, @,Ы), ,0),..., @, 6), . 


при чемъ 


Га) < 0, гро ‚ Га) <0; ДОР, Ны>0,..., Кыо 


и 


Такъ какь рядъ чиселъ а, возрастаетъ (не убываеть), а.рядъ чи- 


сель ®, убываеть (во всякомъ случа не возрастветь) и, кромЪ 
Ъ—в 

5" 
къ нулю, то оба эти ряда стремятся къ одному предфлу е, за- 
ключенному между а и 6: 


того, 6. — а, = при безграничномъ увеличеши м стремится 


т а-= т вы = 


н в<е<ь, 


Но разсматриваемая функшя непрерывна; слёдовательно, мы должны 
имъть 
т [(е,) = Г} и об ЕР = ©, 
или 
Вт Г (он) = вт РФ) 


ид. 
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Танъ какъ по условю 


Ла) <0, а Г>0, 
то (стр. 255) 
пт Ге) 50 и то, 
т.е. 
1950 ин гро. 
СлЪдовательно, 


Ко -=0. 


Такимъ образомъ указанная операщя приводитъ во всякомъ случаъ 
къ одному значенно аргумента е, заключенному между а и $, при 
которомъ разсматриваемая функщя обращается въ нуль. 

Эта операшя даеть между прочимъ способъ, хотя и не особенно 
удобный, способъ приближеннаго вычисленя корня уравненя. 


Примфръ, Вычислить корень уравненя 


8—1 


заключенный межлу 1 и 2. 


РЬшен:е. Обовначая лЁвую часть даннаго уравневя черезъ / (1) 


я— 955—150, 


Ге 


булемъ имёть 


=. 1—1 а [Ф=я—в.2-1=3. 


Сльдовательно, между 1 и 2 дёйствительно находится по крайней мЪр® одинтъ 
корЁнь даннаго уравневя: 


1<е< и #0=0. 
1 и2 будуть первыми приближенными значенями этого корня. 


Опредёленуе интерваловъ (а, В), (аз, 8), (ав, 83)... 
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Сльдовательно, аз = 04 = 24, В, = 11 (третьи приближенныя эзначеня корня). 


_ авт 26. 


3 мы в ад = р. Шф1 >о. 


Слдовательно, д == 


2-8 26625 —16896 

4 Ее и = И о. 
Слаловательно, а; = в, ы=ь= В. 

5 ЗЕ 5 бу) = цы 2. ат = ОЕ 1976 о. 


Сльдовательно, в = {ль , 85 = Ы = Я; 6 и &5 будуть приближенными значе- 


1 
ными исхомаго корня, отличающинися сть него меньше, чёмъ на 35: 


Продолжая ту же операцию дальше, мы будемь получать все болье м болёе 
приближенный зваченя искомато корня. 


Слъьдств!е. Непрерывная функщя, принимающая при #=4. 
значеше М и при Х=В значеше №: 


РМ я ОХ, 


. 
принимаеть въ интерваль (а5) июбое чисповое значеще Р, заклю- 


чаемое между Ми М, ибо функшя [(2) — Р`удовпетворяеть усло- 
эямъ теоремы 3. 


Примфчан:е. Свойствомъ, выражаемымъ въ предыдущемъ 
слёнстаи, обладаеть всякая непрерывная функц!я; но не всякая 
фунющя, обладающая такимъ свойствомъ, непрерывна. Можно, напр.» 
слъдующимъ образомъ опредфлить въ интерваль (0, 1) прерывную 
функцно, которая будеть принимать всякое значеше, заключенное 
между нупемъ и единицей: если д не равно ни 2, ни х,, гдЬ 2, 
и 2, два какихъ-нибудь опредьленныхь числа изъ интервала (0, 1), 
то будемъ считать /(2) = 2, а для = равнаго х; или =, функшя опре- 
ДЬляется иначе, именно будемъ считать по опредфленгю [(2,) ==, и 
{(@,)==т.. Такъ опредфленная функшя прерывна при, их, и, 
очевидно, обладаетъ вынеуказаннымъ свойствомъ. 
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ПОВТОРИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ. 


Безконечно больш1я и безнонечно малыя величины, 
1. Что такое безконечно большое число? 2. Если перемфиное число го абсолют. 
ной величин можеть быть сдЬлано х оставаться далфе боле любого на- 
передъ заданнаго положительнаго числа, можно пи слЪпать заключение, что оно 
стремится или къ положигельной или къ отрицательной безконечности? 

3. Что такое безнонечно малое число? 4. Будеть ли 0.11% безконечно ма- 
лынъ числом? 

5. Что такое бевконечно малая я-то порядна? 6. Что таное безконечно боль- 
щая величина и-го порядка? 7. Какой смыслъ имфеть отрицательный порядокъ 
безконечно малой или безконечно большой величины? 

$. Что такое главная часть безнонечно малой величины? Каное 
значеше имфють главныя части безнонечно малыхь величияъ эЪ „исчислени 
безконечно малыхь?“ 

Предьлъ. 1. Что таное предль перемьяной величины или предфлъ дан- 
ной посльдовательности чисель? 

2. Всяная ли послфдовательность чиселъ имфетъ предълъ? 

3. Какое соотношене имфеть мьсто между поняпемъ предьла и понянемь 
бозконечно мапой величины? 

4. Кавше существують способы ргслознать, имфеть ли данясе перемфнное 
число или данная безграничи8я пёолфдовательность чиселъ предль? 

5. ПоелЬ въеденя поняя предьла, накое содержане инфеть слево „вычи’ 
слене“? 

Функцуя. 1. Что таное фуннщя? 2. Когда фунишя называется явнсю 
когда неявною? 

3. Что такое непрерывная функшя? 4. Въ чемъ занлючаются усломя 
непрерывности въ точк® и условя непрерывности въ интервалф? 5. Когда 
непрерыеность фуннщыи въ данкомь интереаль называется равчомфрной? 

6. Какихь типовъ мотугь быть перерывы фуннци? 

7. Какими основными свойствами обладають непрерывныя функши? 

& Каюя функ называются элементарными? 9. Кавя функыги называются 
алгобраическиии, кашя изъ нихь рашональными, иррацюнальными, цфлыми, 
дробными? 10, Какя фуниши называются транспендентными? 


ГЛАВА Ш. 


НАЧАЛА ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНЯ. ДИФФЕРЕНЦИ- 
РОВАМЕ РАШОНАЛЬНЫХЬ ФУНКШЙ. 


$1. Ходъ измёненя функщи. Первою ступенью изученя какой- 
нибудь фунющи явияется изслФдоване хода ея измненмй. Пусть 
мы уже имфемъ готовую графику непрерывной функщи 


у=Г®, 


т.е. линю, ординаты точекъ которой представляють различныя зна- 
ченя разсматриваемой функши, а абсциссы соотвЪтетвенныя значе- 
ня аргумента. Положеше этой графики относительно оси збсциссъ, 
а также ея изгибы, если она кривая лия, и характеризуютъ ходъ 
измьменм разсматриваемой функщи (черт. 165). 

Положимъ, намъ удалось разбить 
ось абсциссъ на интервалы такъ, что 
функщя въ однихь интервалахъ все 
время увеличивается или возра- 
стаетъ вмфстЬ съ увеличещемъ 
аргумента (АВ, СР}, въ другихъ все 
время уменьшается или убываетъ 

Черт. 165. {ВС). Въ моментъ перехода отъ воз- 

растаня къ убываню (В) фунищЯ дости- 

гаеть тах!шап’а (ВМ), въ моментъ перехода отъ убываня къ 

зозрастанйо (С) достигаеть тип в га (СХ). Махитишт и пизноат 

опредвляются эдЬсь не по сравненю этихъ значен!й функши совсЪми 

другими ея значенями, а только по сравненно съ сосфдними 

соотафтетвующими значещямъ аргумента, достаточно близкимъ 
съ той и другой стороны къ разсматриваемому значеню его. 

Характеръ возрасташя или убывашя функши можетъ быть раз- 


°личный, смотря по тому, въ какую сторону кривая обращена своею 


выпуклостью, эъ сторону ли положительнаго налравленя оси орди- 
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натъ или въ сторону отрицательнаго (черт. - 166 и 167), другими 
словами, лежитъ ли кривая въ разсматриваемомъ интервалф все 
время подуъ касательной какой-пибо точки кривой въ этомъ интер- 
валЪ, или надъ касательной. 


Г: ба В о 
Черт. 168. Черт. 167, 
Если функШя линейна, т.е. первой степеми относительно 


аргумента 
у=ае-Ъ, 


то она изобразится прямой лишей и потому возрастае ея или 
убываше будеть равномфрнымт, т.-е. при всякихъ значеняхь 


Е 


о вСь С) Ж8бо 


Черт. 168. Черт, 169. 


аргумента равнымъ приращенямт аргумента будутъ соотвфтствовать 
и одинаковыя измфнены функши (черт. 168, 169): если 


ав=вс=ср=... 
тои 
вы =5рР=19= 


Но если пиня, изображающая функщю. кривая, то равномфрнаго 
возрастаня или убыван!я не будетъ: равнымъ приращешемъ аргу- 
мента соотвфтствуютъ, вообще говоря, неравныя приращеня функ- 
щи. Такъ, если 


ав=ва-сь 


298 — ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСПЕНИЯ, Часть &. 
и точки М,№,Р,© (черт. 170) лежать не на прямой, а на кривой 
лини, то треугольники МАМ, №5Р, РТФ ит. д. хотя и имвють 
по равному катету 

мв=№=РТ-... 
но не будутъ ранны, такъ какъ гипо- 
тенузы не одинаково накпонены къ 
равнымъ катетамъ: 


ВИ ЗЕ ВРУ ТФ УЕ. 


двов Проведя касательную линю къ кри- 


Черт, 110, вой въ какой-нибудь точкё, можно 
сравнить зъ иъфкоторомь интервалЪ возрасташе или убываше 
ординатъ кривой лиШи съ возрастащемъ или убывашемъ орди- 
натъ касательной. Можно указать геометричесме признаки, когда. 


Ы 


Черт, 171. 
зозраставше или убываше ординатъ кривой лини будеть быстрфе 
или медленнёе возрасташя или убыванйя ординатъ касательной. Мы 
назвали кодъ измфненя ординать прямой лини равномфрнымъ. 
Ходъ измЬненя ординатъ кривой лини неравномфрень и можеть 


= Г 


р 
м : 
: 4. 

Е. А В 


Черт. 172. 
быть возрастащемъ или убывашемъ ускореннымъ или замед- 


леннымъ. 

На черт, 171 мы имфемъ графики функыЙ возрастающихь (въ. 
интерваль АВ): а)- равномфрно, 5) — ускоренно, 6)замедленно. На 
черт. 172—графики убывающихь функшЙ: а) равномфрно, 5) за-. 
медленно, е)—ускоренно. 
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Изыскаше количествеиныхьъ признаковъ для этихъ каче- 
ственны хъ характеристикъ хода измъненя функции, выражаемыхъ 
словами: возрастане, убыване, равномфрное, ускоренное или замед- 
ленное и приводитъ къ такимъ основнымъ понятямъ, какъ произ- 
водныя функши и дифференщшалы. Эти поняйя и служать ключемъ 
ученя о функщяхъ. 


8 2. Производная функщя. Ея геометрическое значеше. Пусть мы 
имъемъ непрерывную функц 


у=7 (<). а) 


Будемъ разумфть подъ 2 какое либо опредёленное значеше аргу- 
мента и дадимъ ему н®которое приращеше, которое будемъ обозна- 
чать черезъ 45 *). Значеше функщи при этомъ измЬнится, и это измфне- 
не мы будемъ называть также приращешемъ, которое можеть быть 
положительнымь или отрицательнымъ. Обозначимъ приращеше 
функши черезъ Ду, ИзиЁненному значеню аргумента 2 Др соотвЪт- 
ствуетъ и измЪненное значене функши у-- Ду, т.е. 


У = 4). [6 


Приращеше независимаго перемфннаго можеть быть взято нами 
произвольно; приращен{е функщн опредфляется равенствомъ (1’): 
Изъ равенствъ (1) и (1') сльдуетъ 


дуга 49-18. 8) 


Разсмотримъ теперь, какое значее можеть имфть отношене при- 
ращен!я функщи къ соотефтствующему приращенй аргумента: 
Еспи это отношене положительно, то 42 и Ду инфютъ одинаковые 
знаки и значить съ увеличен!емтъ аргумента на 4% функшя 
увеличивается. При отрицательномъ отношени Е прираще- 
ня ри Ду инъютъ разные знаки и значить съ увеличен!емъ 
аргумента на 42 функшя уменьшится, ибо Ду отрицательно. 
Такимъ образомъ зто отношене 2% должно имфть значеше при из- 


слЪдовани вопроса о возрастан!и и убыван!и функши. 


*) 42 читается: дельта 2; 4 ('реческая буква) не обозначаеть числа, а 
является лишь символомъ прирашен! я, между тёмъ какъ 2х есть число. 
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Въ случаъ линейной фуикщши, т.-е. двучлена первой степени 
относительно аргумента 2 


уе, 8 


какъ мы видфли въ предыдущемъ параграфЪ, равнымъ прираще- 
нямъ аргумента соствЪтствуютъ и разныя приращещя функша. 
Поэтому отношене этихъ приращений 49 не зависить ни отъ 2, ни 
оть величины приращешя Дл, а будеть для всьхь точекъ прямой 
и при всякомъ Дх постояннымъ и равнымъ угловому коэффищенту 
этой прямой: 


ул =аеь 


у 


дул в 50 


При прямоугольной ‘системЪ координатъ угловой коэффишентъ пря- 
мой равенъ тангенсу угла наклона этой прямой къ оси абециссъ 
(черт. 173): 


49 а. 


4 


Угловой коэффищенть прямой опредфляетъ быстроту  возрастаня 
или убывашя соотвфтствующей линейной функщи. 


Черт. 173. Черт. 174. 


Если же разсматриваемая функшя не линейна и, слдовательно, 
графикой ея служить кривая линя, то отношеше р будетъ зави- 
<ЬтЬ и оть мьста на кривой, т.-е.отъ независимаго перемфннаго #, 
и отъ ‘величины приращеня 2. Геометрическое значеше этого 
отношеня вытекаеть изъ разсмотрьыя прямоугольнаго треуголь+ 
ника ИРМ, (черт. 174), въ которомъ катеты равны приращенямъ 
абсциссы (аргумента) и ординаты (функщи), а гипотенуза, продол- 
женная въ ту и другую сторону, являётся сЪкущей, соединяющей 
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точки кривой А (2, у) и М, (=-| 42, у 4). Тангенсь угпа ф на- 
клона этой сЪкущей къ положительному направлено оси абециссъ 
и будетъ опредёляться разсматриваемымъ отношенемъ: 


ду _ Ге 9 —г@) 
8 Ах 


из: “) 


Разсматривая на кривой какую-либо опредфленную точку 
М (=, 9) и измьняя приращене Да, т.е. перемёщая по кривой точку 
М, е-- 4т, у-- ЛУ), мы тьмь самымъ измфнимь и отношене 49. 
Если приращен!е аргумента 4х стремится къ нулю, то и приращенше 
функши Ду стремится къ нулю, такъ какъ мы разсматриваемъ функшю 
непрерывную. Пока 4х не равно нулю, отношеще этихъ прираще- 
н!й имфетъ вполнф опредфленный ариеметическй смыслъ, какъ 
частное отъ дЪлешя одного числа на другое, не равное нулю. 
Положить же непосредственно въ этомъ отношении 4% равнымъ нулю 
не имфеть ариеметическаго смысла. Но если 4х стремится къ нулю, 
то отношеше 4% принимаеть соотьфтственно безчисленный рядъ эна- 
ченЙ и мы можемъ поставить вопросъ о предфлЪ его; стремится 
ли при этомъ это перемфнное. отношеше къ какому-либо опредъпен- 
ному предфлу или н®тЪ, это зависить отъ свойствъ разсматривае- 


мой функши. Возможно и то и другое. 


Примфръ 1. Фувищя 4) 


т 
2.5%. опредфлена пля всяваго значения 


пром #=0, ибо . не имфеть смысла, Положимь по дополнительному опре- 
дълеёню (0) = 0. Такъ опредфленная функшя непрерывна въ точиЪ = = 0. Въ са- 
момь дыр, хотя функшя вв 1 и испытываеть при & = О нарушене непрерыв- 
ности (стр. 272), но ата функшя остается конечной, волеблясь между — | 
и 1 и саыловательно, произведено в.в 1 стремится къ нулю, тань кахъ 
одинъ изъ множителей конеченъ, другой стремится нъ нулю. Танимъ образомъ 
услове непрерывности (тр. 268): 


В» Га) =Г®), 
== 
выполняется. 
Разсматривая два значешя аргумента 2 =Оиг=0--4= = 44, получинъ 
для фунишм соотвЪътственныя значеня: 


0-0 и Гаю аеы 


Поэтому 
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Но ая Е при 4 стремящемся къ нулю, вакъ мы уже знаемъ (стр. 272), не 


стремится кы опредфленному прадьлу, слФдовательно и М я не иметь опре- 


„дъленной величины. 


Примьръ 2. Функщя Ци) = ай непрерывне (стр. 275). Составмь для 
. . 4. 
этой функции отношене 9: 


у=2, у 4у- @- 45, 
откуда. ^ 
ду 40—22 пли Ду 24а -|- (48, 


а потому 


Разсиотримъ теперь, какое геометрическое значене имЪетъ пре- 
д%лъ отнощеня приращеня функши къ приращенню аргумента, 
если этотъ предфлъ существуетъ. 


‚ 4у 
Само отношеше д’ Какъ мы уже 


видЪли, опредфляеть величину тангенса 
угла наклона сжкущей ММ, кь оси 
абсциссъ (черт. 175): 


ду 
и=49. 


Черт. 175. 


Если Ад стремится къ нулю, то точка М, (#-| Де, у-Р 4у) прибяи- 
жается къ точкф М (2,у), а сЪкущая ММ,, врещаясь около точки 
М, приближается, если Пт Е существуетъ, къ нёкоторому пре- 
дльному положению, при которомъ точка М, сливается съ точною 
М и, сльдовательно, сЪ кущая обращается въ касательную кри- 
вой въ точкь М. Касательная является лицей, раздёляющей группу 
сфкущихь ММ, оть группы сфкущихь ММ, , ть М, и М, —двЪ 
‘точни кривой, достаточно близщя къ точкЬ №, изъ которыхъ одна 
лежитъ по одну сторону (на черт. 175 превую) оть точки М, дру- 
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тая по другую (лЬвую) *). Уголъ наклона сфкущей, т.-е. ф прибли- 
жается, какъ къ своему предфлу, къ углу наклона касательной къ 
той же оси-—обозвачимъ этотъ уголъ черезь &— 


Нт фас. 


^ *) Вели бы лфвостороний предьть т ЗУ не совпадаль съ правосторон- 
Алко 48 
вимь (стр. 268), то зъ разсматриваемомь иъсть кривой быль бы изломъ 


. 4 
{черт. 176}. Если бы отвошеше р при различны хъ способах уменьшения Де 
до Йуля стремилось къ различнымъ предфламъ, какъ въ примфрь 1, то въ 


Черт. 196. Черт. 177. 


этомъ мысть привая, несмотря на непрерывность, не имнфла бы опредфланной ка- 
сательной. Графика функщи у. состоить изъ безчисленнаго множе- 
тва волнъ, уменьшающихся и сгущающихся по направленю въ началу ноордя- 
натъ (черт. 177). Эти волны заключены между прямыми у = и у=-—х 
ибо множитель ий; по мФрь уменьшены д прянимаеть эначены, заключенныя 
между +1 я —1, достигая этихъ значенй пря 


1 1 
= и — 


2-5 2—5 


{# иблое число) и, сябловательно, у колеблется между у = р гну=— =. 

Всякая прямая, выходящая изъ начала координать и занлюченная въ томъ 

же углу между прямыми у == Е я ну = — , въ которомъ пежить и ось абсцисс, 
4 и 1 

имъеть угловой коэффищенть, могущёй быть предьломъ я ива. 


Угловой коаффищенть прямой у = 1, т.е. 1 является верхнею грани. 
{щей предфла я, а угловой козффишонть прямой у = —2 нижнею гра. 


д: 
ду 


ницей. Ни при качомъ слособ® уменьшения Аз до нуля Ми 3% можеть 


принимать значен вн этихь границь. 
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: .4' 
Этимъ и опредфляется геометрическое значене предфла 


Ре 48) — а) 
ры С = вы мы 


жк. [о 


Уголъ & опредфляется какъ уголъ наклона касательной къ по- 
ложительному направленю оси абсциссъ, при чемь для опр=- 
дЬленя {уе направлеше второй стороны угла а, т.е. касательной 
не играеть существенной роли: можно напревлеше касательной 
считать положительнымъ отъ точки пересфчен/я ея: съ осью абсписсъ 
къ точкЪ прикосновеня (черт. 178, @,6), или можно. усповиться 
считать положительнымъ то направлеше касательной: которое со: 
отвЪтствуеть направленю движен!я точки по кривой при увеличе- 


ъ е а 
Черт. 178. 


ни абсциссы (черт. 178 ©,@). При томъ или другомъ опредфлени 
направлены касательной углы наклона ея къ оси абсцисёъь или 
согласуются между собою (а, 4) или отличаются одинъ отъ другого 
на половину полнаго оборота (8 с), что ни на абсолютную величину 
тангенса, ни на его знакъ не вляетъ. Наклонъ касательной при 
переходф отъь одной точки кривой къ другой мфняется, тре. завиёить 
отъ 1. Сльдовательно, и && зависить отъ 2, те. является функ- 
шей х. Эта новая функшя вызедена, произведена указанной 
вЪ равенствЪ (5) операшей изъ данной функщи и потому назы- 
вается производной функцЕ!ей и обозначается тёмъ’же зна- 
комъ, какъ и данная, съ прибавлещемь штриха наверху: 


пт ЗЫ цы Г Г ре. 
Дни ® Чь 4 


Если бы мы переходъ къ предфлу выйолнили и нашли произзолную 
функцо, то съ помощью ея мы могли бы прослёдить ходъ измне- 
ня данной функци, могли бы уназать, при какихь значемяхь 
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аргумента она возрастаетъ, при какихъ убываетъ и гдф переходить 
отъ возрастаны къ убыванию или наоборотъ, оть убывашя къ воз- 
растан!ю, т.-е. могли бы опредълить мЪста тахриши’а или пт 
тол’а данной функши, Именно, если производная функшя {" (2) 
или (уе имфеть для нфкотораго значеня аргумента положитель- 
ный знакъ, то начальная функшя въ разсматриваемомъ мфотЪ 
возрастаетъ, ибо при положительномъ значении фе уголъ на- 
клона касательной къ положительному направленю оси абсциесъ 
будетъ острый (черт. 179) и, слЪдовательно, въ разсматриваемой 
точк6 имфетъ мЪсто подъемъ кривой. Иначе можно убфдиться 


4 


2 имъетъ по- 


въ томъ же самомъ слёдующимъ образомъ. Если т 
Е} 


ложительный знак, то въ достаточной близости къ предфлу 
приращеня Ду и 4х имъють одинаковые знаки; еспи приращене 


Черт, 119. Черт. 180. 


аргумента 4х положительно, то и приращене функши будетъ поло- 
жительнымъ, т.-е. съ возрастан1емъ аргумента возрастаетъ 
и функция. 

Если для нЬкотораго значеня аргумента производная функыя 
(2) — ца имфетъ отрицательный знакъ, то уголъ наклона каса- 
тельной къ положительному направленю оси абсциссъ будетъ тупой 
(черт. 180) и, спЬдовательно, въ разсматриваемомъ мъстЪ ординаты 
точекь кривой съ увеличешемь абсциссь убываютъ. Иначе 


можно разсуждать такъ, Воли т имфетъ отрицательный знакъ 
4-0 

то въ достаточной близости къ предфлу приращения функши 
и аргумента 4у и Де имфють противоположные знаки: при поло- 
жительномъ Дх приращене функши Ду отрицательно, т.-е. съ уве- 
личен!емъ аргумента функшя убываетъ. 

Если производная функшя {' (2), мъняясь непрерывно, герехо- 
дить отъ положительныхъ значен!й черезъ нуль къ отрицательнымъ 
ини наоборотъ, отъ отрицательныхъ черезъ нуль къ попожитель- 


нымъ, то начальная функшя въ моменть, когда Ё (2) =0, перехо- 
20 
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дить оть возрасташя къ убываншю или наоборотъ, отъ убыван/я къ 
возрастанию, т.е. при т&хь значеняхь аргумента, которыя обра- 
щаютъ производную функцию въ нуль, иначе служать корнями 
уравнены 
Ре 

начальная функцы имфетъ или тахупит или ипрпио. Такъ какъ 
Г -=ца и въ мъстахь пахипоп’а или пианпаи’а фа ==0, то 


Черт, 181. 


касательная къ кривой, изображающей данную функщю, параллельна 
{а—0) оси .абсциссь (черт. 181 а, 5). 


Примфръ 3. Опредфлить, при какихь значеняхь аргумента фуйкця 
= —6#--5 


возрастаеть, при какихь убываегь, иметь пи тахитит или тии и, если 
иыфеть, какова его величина? 


РЬшен!е. Найдемь производную функшю: 


уе бы лю 


или 
У-- у = 21-65 2—6 421 (4%. 
Но 
уд 62-5. 
Слфдовательно, 
ву 


= 


2—6) А-а ко Иже. 
Переходя къ предфлу, находим 


т 28 2—6, ин инж 6 


Производьая данной фувкщи равна 25 — 6 или 2(5 — 3). При 2 < $ она отри- 
цательна, при 2 = 3 равна нулю, в при = >> 3 положительна. Слдовательно, при 
увеличения 2 оть — со до 3 данная фунишя убываетъ, а при лальньй- 
шемь увеличен аргумента (# ‚> 3) функщя возрастаетъ, При # = 3 функ- 
в1я переходить отъ убываня къ воэрастанйо, т.е. достигаеть своего таничаити 
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"Чтобы опредфлить величину этого пцийтилуа, нужно вычислить значеще функ- 
щи у 2? —6=-5 при значени аргумента, равномъ 3 


"—6.3-|- 


9 


== 


9—18+5--4. 


Примфръ 4. Построить касательныя къ кривой, служашей графикой дан“ 
вой (примбрь 3) функцы, въ точкахь пересфчения этой кривой съ осью абсцисс», 

Рьшен1е. Найдемъ сначала абоциссы искомыхь точень пересфчения, т..6- 
техь точекъ кривой, ординаты которыхъ равны нулю: 


— 6.25, 


откуда 


Итакъ, кривая пересфкаеть ось абоциссь въ точкахь 4 (1,0) и В (5,0) (черт. 182} 
Чтобы построить касательныя къ кривой вЪ этихь точкахъ, нужно опредьлить 
ихъ наклонъ къ положительному направлено оси 
абсциссь, 7.9. вычнепить значене произ- 
водной данной фувкщи при #=1 из 5, Про- 
игводная уже найдена (примфрь 3): 


Сльдонательно, обозначая черезъ и и а; искомые 
углы наклона, будемъ имъть 


2, 1—6=—4; 


чи - 9) - 


уы=)= 


Черт. 182. 


Утоль а; тупой, (911 < 0), а уголь аз острый (уаз >). Чтобы постровть ка- 
сательныя въ точнахь Ди В, нужно тольно построить надлежащимь обравомь 
расположенные прямоугольные треугольники, у каждаго изъ которыхь одинъ 
(вертикальный) катеть въ 4 раза больше другого (горизонтальнаго). Треугольники 
44% и ВВВ, н будуть такими, а гипотенузы ихъ АА; и ВВ, искомыми ка- 
сательными, СМ = —4 будуть пипипи’омъ дамной фуниши, 

Примёчанте. Чтобы боле или менфе правильно вычертить графику 
данной функши, кромф точекь 411,0), М (3. — 4), В (5,0), построенныхь по вы- 
зисленнымт координатамь, слёдуеть построить еще ньскольно точекъ, вы- 
зисливъ предварительно итъ ординаты, ивпр. при = 


® —6.0-+5 
=> 


20* 
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Прнифръ 5. Прямоугольникь, имёющуй постоянный лериметръ, равный 
2а, но мечяюцияся стороны, имфеть перемьнную площаль, Кановы лолжны быть. 
стороны его, чтобы плошадь была наибольшей, 


Ръшенте, Если олна сторона равна 2, то другая равна а—*, а потому 
площадь у равна г (@—2): 


у==@—»), или узо. (в 
Съ измёнешемъ х мЪняется и площадь у. Найдемъ производную этой функции; 
у 4у=ее т 49 —@4)*, 
или 


урду — 1 @— 2046 —(40. © 


Изь равенствъ (1) и (2) слъдуеть: 


Че — 22) и на 4. 


Сльдовательно, 


При томъ значени аргумента 2, при которомь плошадь у булеть наибольшей: 
{пазитит’омъ), производная должна обратиться въ, нуль, что и даеть намъ воз- 
можность найти это значен!е аргумента, т.-ё. величину одной, а стало быть и 
другой стороны прямоугольника, имъющато наибольшую площадь: 


а—22—0,  омуа = и 


Итакъ, прямоугольникъ должен имёть форму квадрата. Но будеть пи площадь. 
въ этомъ случа наибольшей? Чтобы отвфтить на этот вопросъ, слфлуеть пре- 
слёщить ходъ изифнешя функши при возрастан! и аргумента, 


а 
При < 2 производная у’=а — 22 положительна и, сл®довательно, функ- 


цы у (т.-е. площадь) возрастаеть, а при дальньйщемъ увеличен!и аргумента, когда. 
в 


РО 


х станеть больше 


производная становится отрицательной и стало быть 


а 


фуннщя у убываеть, Слёдовательно, при д =: фувищя переходить оть воз- 


расташя къ убывач!ю, т.е, достигаеть дЬйствительна своего тахноцпу’а. 


Примфръ 6. Дана фунищы у 1 найти`ея производную. 
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Рьшен1е. Давая аргументу 2 нфкоторое прирашеше 42, чыТЬмъ самынъ 
измьнимъ и функцию, которая получить при этом нФкоторое приращеше Лу: 


ур = - 
Слфдовательно, 
пля бе 
= зе, 
откуда 
_ 1 
#45) 
„ 
Ш 1 1 
р = [-- = _ 
т.т т 2+ 2] ие — 
= 


Такимъ образомъ производная данной функши опредфлилась: 


8 3. Вторая производная, Различный харавтерь изгибовъ нривой, 
лиши. Производная функШя не рышаетъ еще вполнЪ вопроса о ходь 
измьнен!я начальной функщи, не опредфляетъ еще характера изги- 
бовъ кривой: возрасташе и убыване функщи можетъ быть двоякимъ; 
кривая, изображающая функцио, въ разсматриваемомъ ивстЬ можеть 
"быть обращена или выпуклостью въ положительную сторону оси орди- 
нать (вверхъ) или выпуклостью въ отрицательную сторону оси 
ординатъ (внизъ), другими словами, кривая можетъ быть въ раз- 
<сматриваемомъ мёстЬ расположена или подъ касательной или 
наду касательной. 

Такой характеръ изгибовъ кривой, изображающей начальную 
функцию, зависить не оть величины и не отъ знака производной 
функши, а оть хода ея измфнен!я. Ходъ же измёнев!я про- 
изводной функщи въ той мЬФЪ, въ какой это необходимо, можно 
опредълить такъ же, какъ и ходь измьнешя первоначальной функ- 
щи. 

Для этой цфли нужно найти производную производной 
функц! и, т.-е. найти предёлъ отношеня приращеня производной 
‘функция 7) кь приращенно аргумента Да: 


Ре: 


О о ичыр =». 
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Производная производной называется второй производной 
начальной функши и обозначается короче тБмъ же знакомъ, что. и 
начальная функшя съ прибавлешемъ двухъ штриховъ наверху: 


Пере у = М ® = 


Прослёдимъ ходъ измфненя производной функщи [(2) въ зави- 
симости отъ изгибовъ кривой, геометрически изображающей началь- 


Черт. 183. 


ную функцую. Возьмемъ на кривой рядъ точекъ №, №4,, М., 2, 
абсциссы которыхъ послфдовательно больше одна другой: 


<<... 


и въ каждой точк® проведемъ касательныя къ кривой, отмтивъ 
положительное направлеше ихъ въ сторону увеличен!я абсциссы. 

Еспи разсматриваемая дуга кривой обращена выпуклостью 
вверхъ (черт. 183), то она лежить подъ каждой своей касатель- 
ной и, когда точка прикосновешя при увеличен абсциссы посп%- 


Черт, 184. 


довательно занимаеть положемя М, М,, М,,.., то касательная 
проведенная въ положительномъ направлен!и, перемфщаясь вмЪстЬ 
съ точкою прикосновеня, въ то же время вращается по часо- 
вой стрълкВ. 

Если же разсматриваемая дуга кривой обращена выпуклостью 
внизъ (черт. 184), то касательная, перемфщаясь при увеличеши 


абсциссы, вращается противуъ часовой стрфлки. 


ТЛАВА П|. НАЧАЛА ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. зи 

Проведемъ теперь изъ центра какого-нибудь круга радуса, рав- 
наго единиць, прямыя. параллельныя осямъ координать О'А и 0'В, 
и рамусы, параллельные касательнымъ кривой въ’ положительномъ 
ихъ направлени. Эти рашусы отифтять на касательной къ кругу 
въ точкь А отрьзки АМ, АМ,, АМ,,..., равные тангенсамъ угловъ 
наклона касательныхь къ оси абсциссь (черт. 183 и 184); такимъ 
образомъ эти отрьзки представляютъ значешя ‘производной {"(2) 
при ==; 2. х,, 

Если дуга кривой обращена вывпуклостью вверхт, т.-е. въ по- 
пожительную сторону оси ординатъ, то касательная перем щаясь 
вращается по часовой стрёлкЪ, а вмфстЪ съ тЬмъ и радусь круга 
(0') вращается по часовой стрфлкЪ и, слдовательно, тангенсъ 
угла наклона касательной къ оси абсциссъь убываетъ (черт. 183): 


АМ > АМ > АМ, >..., ин. учи ищ>.. 
убываетьъ, значить, и производная функшя {'(2): 
Пер >..- 


Если производная функщя убывает, то ея производная 
должна имфть отрицательный знакъ, т.-е. тамъ, гдЪ графика функ- 
Ши у==а) обращена выпуклостью вверху, производная функшя 
[(а) убываеть, а потому производная производной или вторая 
производная ["(х) при этихь значешяхъ аргумента отрица- 
тельна. 

Если дуга кривой обращена выпуклостью внизъ, т.е. въ от- 
рицательную сторону оси ординатъ, то касательная перемфщаясь 
вращается противъ часовой стрЬлки, а вифстф съ тьмъ и ращусъ 
круга (0') вращается противъ часовой стрёики и, слдова- 
тельно, тангенсъ угла наклона касательной къ осн абсциссь во з- 


растаетъ (черт. 184): 


АХ, < АХ АМ, <,..., ин  цисцы<уи<х 
возрастаетъ поэтому и производная функшя ['(2): 
РР <<... 


А если производная функщя {’(х) возрастаетъ, то ея производ- 
ная, т.е, производная производной [{*(#)], иначе—вторая производ- 
ная начальной функши {"(52) при этихъ значен!яхъ аргумента должна 
быть положительной. 
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Если кривая въ какой-нибудь точкь непрерывно мфняеть 
характеръ изгиба какъ на черт. 185 въ точкф А или В, то вторая 
производная {"( =) при х равномъ 
абециссЬ такой точки переги- 
ба, оставаясь непрерывной, должна. 
мънять свой знакъ, т.е. должна 
обратиться въ нуль, Первая произ- 
водная {'(х) и ВМТ съ тЬмъ 
уголъ наклона касательной къ кри- 
вой въ этой точк® достигаетъ своего 
пахнпий’а или пушноцита, т.-е. 
уголъ наклона касательной переходитъ въ этой точкЁ отъ возра- 
стамя къ убываню или наоборотъ, оть убываня къ возрастано. 

Итакъ, для изученя хода измьнешя функши у— {<} надо найти 
первую и вторую производную, т.-е. найти предълы 


Рае 4) — #@®) 
4 


Черт. 185. 


= вт 


ду 
4% 


ре 


если таковые существуютъ. Въ тЬхъ интервалахъ для аргумента, 
тдь [(@) положительная величина, функшя #2) возрастаетъ, гдЪ 
[’(®) отрицательная величина, тамъ функщыя #2) убываеть. Сче- 
пень или скорость убываны или возрастаня дается величиной пер- 
вой производной, которая геометрически означаеть тангенсъ угла 
наклона касательной къ кривой, изображающей данную функцю, къ 
оси абециссъ. Характеръ изгиба этой кривой опрадфияется знакомъ 
второй производной: если {"(=) положительная величина, то кривая 
обращена выпуклостью внизъ, т.-е. въ отрицательную сторону оси 
ординатъ. Если Ё\л) отрицательная величина, то кривая образцена 
зыпуклостью вверхъ, т.-е. въ положительную сторону оси ординатъ. 
Если вторая производная обращается въ нуль, переходя отъ поло- 
жительныхъ значенй къ отрицательнымъ или наоборотъ, то въ 
разсматриваемой точкЪ кривая имфетъ точку перегиба. Если {"(2) 
лишь достигаетъ нуля, сохраняя до и посл свой знакъ, то гра- 
фика начальной функци (2) въ этомь месть не имфеть точки 
перегиба. 

Мах! шим и ти! мим функц!и. Функцыя иметь тах- 
тит или шийтит при тьхъ значеняхъ аргумента, которыя обра- 
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щаютъ первую производную }л) въ нуль, при чемъ, если при 
этомъ значеши аргумента {"(2) положительное число, то функшя 
имфеть шыщии, а если {"(2) отрицательное число, то функщя 
[а) имъетъ тажниии. 

На черт. 186 представлена графика ныкоторой функци. Внизу 
подъ соотвфтственными интервалами АВ, В(, ОБ, БЕ ит. к. 


д ЧВ Ев 


| Е: 
1 & НИИ 
у утенара позиыбывшент зтераслаивь 


Черт. 186. 


отмфчены знаки первой и второй производной, соотвЪтствующе 
ходу измъненя функщи [(=) въ этихь интервалахъ. 


Примфръ 1, Опредёлить изгибъ графики функщи 
у=— 65. 


Ръшен!е, Для опредьленя характера изтиба нужно найти вторую про- 
изводную данной функщи. Первая производная уже найдена (стр. 306, прим. 3): 


у 


Находииъ вторую производную: 


9—6. @) 


У =2е--49—6; ии Уран в аж. = ©) 


Изъ равенствъ (1) и (2) слЬдуеть 


ду =34е я я. 
Сльповательно, 
ду 


ви 4% = 

у 3= 
Такъ накъ вторая производная имфеть положительный знакъ и ие зави- 
сить отъ 2, то графика данной функши у = 28—65 -|-5 везд® имьеть одинъ 
и тотъ же изгибъ выпуклостью обращенный внизъ. 


Примфчануе. На черт. 182 (стр. 307) мы строизи графику этой функши 
мо точкамь и зная, что при #=3 функшя имфеть пуерпит. Но этикъ 
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данныхь было все-таки недостаточно, чтобы судить обЪ изгибЪ кривой: между. 
построенными по вычисленнымь координатамъ точками кривая могла идти вол- 
нообразно, даже всс время убывая или (посл шицтипга) возрастая. Теперь же, 
когда мы знаемъ знакъ второй производной, эти возможности стлалають и мы 
составляемъ вполн® опредленное суждеще объ изгибЪ кривой, 


Примёръ 2. Опредьлить изгибь графики функц 
у=--2. 


РЪшен!е. Находимь сначала первую производну 


уе а, 


или 
У Ау = 7-94 32 (43% 4 (428--°. 
Сльдовательно, 
Ду = За 4а-| За (41) -- (428 в у 


Находимъ теперь вторую произволную: 


Уи = 4, 
иви 
ау = 2 4=-- (999 . 
Сльдовательно, 
И ду бе Зе: 
"ни 2" 
ия. 


Такимъ образомь при 2 отрицательномь (2 < 0), втора* 
производная отрицательна и графика данвой функши 
у=--2 имфеть изгибъ выпуклостью обращенный 
вверхъ (черт. 187), а пря х положительномь #>®) 
вторая производная положительна и графика обращена 
выпуклостью внизъ. При 2==0 вторая производная обра- 
щается въ нуль, непрерывно переходя отъ отрицалея 

ныхь значенй къ положительнымь: въ точкЪ А, абоцис- 
Черт. 187, са которой равна нулю, а ордината равна 2 [(у) = 9], кривая 


имфеть перегибъ, Касательная въ точнь перегиба па“ 


раплельна оси абециссь, ибо (у') = (327) — 0. Но первая производная у’ = 32 
о ро 


при 2520 сохраняеть всегда положительный знакъ и, сльдовательно, функийя 
все время возрастаеть и не имфеть при 2 == 0 ни тахитит"а, ни шилипиита, хотя. 
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8 4. Дифференшаль и его геометрическое значене. По опредфленью 

производная есть предёлъ отношешя приращеня функши къ при- 

ращенно независимаго перемфннаго при безграничномь уменьшен 
этого послёдняго: 


79. № о. 


Изъ опредфлешя предфла (гл. П, $ 2) сльдуеть, что отношеше 
4 
я отличается отъ своего предфла [(2} на величину безконечно 


малую. Обозначимъ эту безконечно малую черезъ а; 


[о 


Отсюда слфдуетъ 
ду = Г) 4х -- кз. [2] 


Если теперь 4х будетъ стремиться къ. нулю, то оно будетъ безко- 
нечно малой величиной и приращеше функщи Ду, какъ сумма без- 
конечно малыхъ, также будетъ безконечно малой величиной. Первое 
слагаемое — величина безконечно малая перваго порядка относи- 
тельно 4х, а второе, какъ произведеше двухъ безконечно малыхъ. 
будетъ величиной безконечно малой высшаго порядка (по крайней 
мЪрь, выше перваго порядка) (гл. П, 8 5). Первое слагаемое, т.е. 
Ра) Лх составляеть главную часть безконечно малаго прира- 
щеня функщи Ду. 

Главная часть безконечно малаго приращен!я 
функц! и называется дифференц!апомъ *} этой функ- 
{м и обозначается черезъ Фу: 


- = 4=. 8) 
Везконечно малое прирашеше независимаго перемфннаго Дл, состоя 


*) Прнращеше аргумента Шт можно представить въ энд разности 
двухь значешй х (Черт 198): 


АВЕ ен: 
точно также 
Зуя. 


Разность по-латыни ЧИ! етеп Та. Отсюда и на- 
эваще для главной части приращеня „дифферея- Черт. 188, 
шаль“, 
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изъ одной части, есть въ то же время и его дифференшалъ. ДЪй- 
ствительно, если [) ‚ то Ре 1 и потому изъ равенства 
{3) сльдуетъ, что дифференщалъ и приращеше независимаго пере- 
мъннаго равны между собой: ° 


2—4. ©’ 


Разница между этими понятями только въ томъ, что подъ 4х 
можно разумфть и конечное, опредьленное приращен!е аргумента и 
безконечно малое, т.-е, стремящееся къ нулю; подъ @х разумБется 
только безконечно малое приращене, т.-е. стремящейся къ нулю. 
Въ равенствЪ (4) на Дх можно смотрфть только какъ на стремя- 
щееся къ нулю, какъ на существенно перемфнное число. 

Тажимъ образомь дифференц!алъ функц!и равенъ 
произведен:ю производной функц}и на дифферен- 
ц!алъ независимаго перем $ кнаго: 


” в ==). &. 


Изъ этого равенства вытекаеть и геометрическое значеше диффе- 
реншала функщи. 
Пусть АВ (черт. 189) кривая, изображающая данную функцию 


9=Г®, 


МФ, касательная къ этой кривой въ точкь М(, 9), наклонена къ 
си абсциесъ подъ угломъ в. Тангенсъ этого угла, какъ мы знаемъ, 
равенъ значешю производной {'(2) для раз- 
сматриваемой точки М: 


„. 
щ«-Г®. 


Возьмем теперь на кривой АВ точку 11, 
съ коордиватами 


24% У 


и проведемъ изъ точки М до пересфченя съ ординатой точки М, 
прямую, параллельную оси абсциссъ. Какъ видно изь чертежа, 


^ 
МРЕ 4; РМ аду; РМО 


А, 
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Изъ прямоугольнаго треугольника МИРО имфемь 


20 = МР. 9е, пи Рб=р а 4. 
Но {’ (2) АР-=4у; слЬдовательно, 
0-4. 


Подъ Р© нужно разумть отрЪзокъ, м няющ(!йся при 4х стре- 
мящемся къ нулю. 

Такимъ образомь дифференщалъ функщи въ каждый моменть 
своего измёнфыя выражаетъ приращен ординаты касательной къ 
кривой въ разсматриваемой точкф (а не приращеше ординаты 
иривой!). 

Нахождене дифференц1ала функши и нахождеше произ- 
водной—операщи равносильныя: если найдена уже производная, 
то, умножая ее на дифференщалъ аргумента 42, мы тьмъ самымъ 
спредёлимь и дифференшалъ функши; ‘обратно—если изъ прираще- 
ня функши выдьлилась главная его часть, т.е. дифференшаяъ 
функши, то, дЪля эту главную часть на Дл, мы найдемъ и про® з- 
водную. Поэтому операщя нахожде я производной и называется 
дифференцирован!емъ, а вся теоря, обнимающая свойства. 
производныхъ, способы ихъ нахождемя и ихъ приложеня-—диф- 
ференц!альнымь исчисленемъ. 

$3 5. Производная степени и постеяннаго. Найдемъ производную 
степени: 

у=з" (0 


прн цёломъ и положительномъ показател® 2. 
Пусть 42 нЪкоторое приращеше аргумента и Ду соотвёт- 
ствующее приращене функщи: 


у =е- 4". 


Разлагая вторую часть по бинону Ньютона, будемъ имЪть 


Ша 


= -- па 4 - < хн—2 (42)2-{-...-+ (4%). [2 


Изъ равенствъ (1) и (2) слёдуеть 


#0 


уе де И еде... 
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Такимъ образомъ при безконечно маломъ 4х и Ау будетъ безко- 
вечно налымъ *); такъ и дояжно быть, ибо стенень узшз" ие- 
прерывная функц (стр. 275). Для нахожденя производной дълимъ 
об части равенства на Дт: 


Е ВИ рр. (аа. 


-  4у 
Пусть теперь 42 стремится къ нулю; отношеше 41 будеть вели- 


чиной перемфнной во время этого перехода къ предфлу, состоящей 
изъ постоянной (г.-е. не зависящей отъ 4%) части и”? и пере+ 
миной безконечно малой 


д 
1.2 


И 


ее... (и, 
которая въ предьль стремится къ нулю. СлЪдовательно, 


Пт 
Фей 


== или уз 


их и—1. ® 


Такимъ образомъ имфемъ слфдующее предложене: 

1. Производная степени (л”) равняется показателю этой степени, 
умноженному на степень аргумента съ показателемъ на единицу 
меньшимъ. 


Приифьры 


у=я; 


Истопковать геометрически резупьтать 4-го примБра. 


Разсмотримъ теперь функщю, которая сохраняеть постоянное 
значене при измъненяхь аргумента въ какомъ-нибудь интерваль, 
напримьрь а #<Ь, или при неограниченныхь изиъненшяхъ. Если 
функщя сохраняетъь постоянное значене при всЪхъ значеняхь 
аргумента, мы имфемъ обыкновенное постоянное‘ число, разсматри- 
ваемое какъ функщя лишь въ обобщенномъ смысл. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, какое-нибудь выражеше можеть содержать независимое пере- 
мЪъиное и, слъдовательно, быть разсматриваемо какъ функщя этого 


*) Сумма нонечнагс числа безкснечно малыхь слагаемыхь — величина без- 
конечно малая (стр. 247). 
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перемфннаго, а между тЪмъ послЪ приведен или сокращен или 


какихъ-либо тождественныхь преобразованй оно можеть свестись 
къ постоянной величинь. Напр., 


1) 


ра эВ 
18° — 


Итакъ, пусть у==Г(») такая функшя, которая сохраняетъ по- 
стоянную величину, напр, С’ при всфхъ значеняхъ аргумента: 


Уи ге 49 


Чу=/е- 9—1!) 


Сльдовательно, всегда, а стало быть и въ предьль, отношеше 
=» 
’ равно нулю: 


Такикъ образомъ имфемъ второе предложение: 
2, Производная функщи, сохраняющей постоянную величину, или 
просто— производная постояннаго равна нулю. 
Если фуякщя сохраняеть постоянную величину лишь въ интер- 
валЪ (ч,#), то предложене имфеть силу только для измфнемя 
аргумента въ этомъ интерваль. 


$6. общ правила дифференцированя фунншй. Въ этомъ пара- 
графЪ мы разсмотримъ предложены, устанавливающ/я способы диф- 
ференцированя функий, составленныхъ прежде всего помощью ра 
шональныхь операшй изъ другихъ. Эти способы дадутъ, напримёръ. 
возможность свести нахождеше производной любой ращюнальной 
функши къ нахождению производной оть степени (2“) или отъ по- 
стояннаго. 

1. Постоянный множитель функши входить множителемъ и въ 
производную этой функши. 

Пусть иа{(=), глЪ а 
доказать, что и=а[=). 

Доказ. Дадимъ аргументу х н®которое приращене 4х. Функшя 


постоянный множитель. Требуется 


у получить нфкоторое соотвЪтственное прирашене Ди! 


Я Чу =аРе- №). у=еГ(. 


слёдовательно, 
Зи о и а ГО) 
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Вынося а за скобки, получимъ 
ду а [Ра + 42] —Р@) . 


Двпимъ об% части этого равенства на Дх и переходимъ къ предёлу 
въ предположен!и, что 4х стремится къ нулю: 


4) — а 
ото 1 то т 


2:04 4:5 4 о 4х 


Ке--ая —[(=) 


Но а— постоянное число и йта==а, а на основан апредълениа 
производной имфемъ: 
пы 49—79 а. . 


А: 
Сльдовательно, 
уе. Г! 
Примъры: 
1. у= 3, 
у=; 
3 уг ба; у-6. 0 = 605. 
28 1 32 
у р=-- 320 — ° 
4 у5т; уд 3 = 


Й. Производная алгебраической суммы нфсколькихъ функц!й равна. 
такой же сумм® производныхь этихъ функшй. 
Пусть 
УЕЛФЕЬ®-В®, им увнфои, 
тдЪ 
в=й@), 


в), к-з. 
Требуется доказать, что 
= ФЕ) —й' 0. мя увести. 


Доказ, Давая аргументу х н$ёкоторое приращеше Из, мы тЬмъ 
самымъ измфнимЪ и функши н,г и в, а вмЪстЪ съ тьмъ и данную 
функщю у. Пусть 4и, 4, Дю и Ау соотвЪтствующия приращен!я 
этихъ функши: 


Уатта) —ш--аю. 
Но 


ие и; 
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слЬдовательно, 


Зуи леди, 


Раздвливъ обЪ части этого равенства на 4х. переходимъ къ пре- 
дьлу, предполагая, что Ах стремится къ нулю: 


На основазщи теордИЫ о предълахъ: предфлъ суммы равенъ суммЪ 
предёловъ, навтимъ 


пая 


а по опредфленшю производной будемъ имфть 


= и’ ли упытыт-Ья). 
Прим ры; 


из. 


= 


у 
6. умея = 10 18а т, 


. в. 921 
РУ . 58 


1. Производная произведеня двухь фунюшй равна суммЪ 
произведенй каждой изъ этихь функшй на производную другой. 


Пусть ужЕн. в ТАБ в и т суть функши 2 
Ле, в®. 
Требуется показать, что у’ нему! На. 


Доказ. Дадимъ аргументу нкоторое приращене 4. Функши 
н.фи у изыьнятся при этомъ, получивъ каждая свое приращеше 
и сохраняя данное соотношене: 


У ау и За) жи 
или 
ду зав- Ни Зое Чаи 1; 
но 
ии: 
сльдовательно, 


Зуи че 4. 
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Изъ послфдняго равенства между прочимъ вытекаетъ, что, если м 
и «— фунщи непрерывныя, то и произведеше ихъ уз=и. г обра- 
зуетъ также непрерывную функцию, ибо если Д2 безконечно малая 
величина, то въ силу непрерывности функшй м и ъ, Ам, До безко- 
нечно малыя величины, а слЬдовательно (стр. 247), и Ау без- 
хонечно малая величина. 

Дьля объ частн послфдняго равенстве на Их и переходя къ 
предфлу, находимъ 


Функщи и и 2 не зависять отъ 4х и потому при переходЪ къ пре- 
ДЬлу, когда Дх стремится къ нулю, сохраняютъ постоянную вели- 
ду Чи 4 
Иа’ 48 Де 
производныя функци У’, м, ®'. 


ль . 
Послфднее слагаемое Ди = Содержить безконечно малый мно- 


чину. Отношеня по опредьпеню въ предфль даютъ 


житель Ди и потому стремится къ нулю, какъ своему предфлу. Слф- 
довательно, примфняя къ послфднему равенству теоремы о предьль 
суммы и произведен, получимъ 


ужи ие. 
Примфръ 8. . 
у (феи: 


2. ий. 2 — 6-х. 


и 
Тотъ же результать можно было бы получить. предеарительно выполниеь ука- 
занное въ выражещи фунищи умножене. 

Предложеше Ш можно обобщить на сколько угодно множителей, 
Пусть, напр.. у—ити. Будемъ разсматривать ие какъ одну функцйо. 
Тогда у можно дифференцировать какъ произведене двухъ 
функшй: 

у= (м), м и УЕ к (в 
Но по тому же предложено 


фиш ам. 


Сльдовательно, 


Уи ее (ие 6) ли узи ае. в". 
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1\. Производная частнаго двухъ фунишй равна дроби, у которой 
знаменатель равенъ квадрату дфлителя, а числитель равняется дё- 
лителю, умноженному на производную дЪфлимаго, безъ произведеня 


дьлимаго на производную дьлитеия, 


в 
Пусть у 


‚ тд шир ныкоторыя фунющи а: и=(2), == (2). 


й 


Требуется доказать, что 


Доказ. Посл прибавлешя къ аргументу 2 ныкотораго прира- 
щешя, измВненныя значеня функшй у, и и т сохраняютъ данное 
между ними соотношение: 


эм =, 


Опредфляемь Ду: 


‚. ин 
ра м 
ЕТ 
Находимъ теперь отношене ,„: 


ИГ) 


Переходя къ предЬлу въ предположен!и, что 4х стремится къ нулю. 
будемъ имфть 


ии ес. ея 
о я 
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асть |. 


2 
12. Е 


еЫ 
8. у-5 

На основани тЪхъ общихъ правилъ дифференцированя, кото- 
рыя выведены въ этомъ параграфЪ, дифференцироваше рац1о. 
нальных функши, какъ видно изъ приведенныхъ примфрогъ, 
сводится къ дифференцированио степени (х”^) и постояннаго. 

Дифференцировае другихъ элементарныхъь функщй и вообще 
техника дифференцированя составить содержане одной изъ слЪ- 
дующихъ главъ. ТЪхъ правилъ дифференцирован!я, какими мы рас- 
`полагаемъ сейчасъ, достаточно, чтобы имфть возможность иллюстри- 
ровать то или другое положене развиваемой‘ теори. 


87. Обозначеше производныхь, введенное Лейбницемь, Въ $ 4 
дифференщалъ функшн мы опредфлили какъ произведение производ- 
ной функщи на дифференщалъ независимаго перемфннаго: 


У= Аа); у-Ре Чу = Ро) 4. 


Дифференшалъ аргумента 47 не претероваетъ измёненя отъ пе- 
рехопа отъ одной точки кривой ‘къ другой, оиъ все время находится. 
8Ъ нашемъ распоряжени *) и не зависитъ отъ измёненя аргу- 
мента: 4% относительно х постоянная вепичина. Диф- 
ференшалъ же функши, какъ видно изъ его выражен!я: 


=’ аа и 


зависить отъ аргумента 5, такъ какъ содержитъ множителемъ 
(= функшю х: при переход отъ одной точки кривой къ дру- 
гой @у мЪняется не только вмфстф съ дифференщаломъ аргумента, 
но и вмфстЬ съ самимъ аргументомъ: Фу есть функшя х и можно 
говорить о производной этой функши и дифференшаль ея. При 
дифференцироваши этой функши: 4у-= [ (2) .@в, на (т, согласно. съ. 
вышесказаннымъ, должно смотрёть какъ на постоянное: 


{4у’ = [Р®). рат"); 
Чу) =. ве — "уве де. 


*) 42 безконечно малое число и можеть быть сдлано ло абсолютной 
вебичинь менфе любого напередъ заланнаго положительнаго числа и оста- 
ться далфе тановымъ, 
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Дифференщаль дифференщала 4(4у)}; который можно обозначить и 
черезъ 44у или короче у, называется вторымъ дифференшаломъ. 
Произведене дифференшаловъ 42.4 короче пишется такъ: 42? *), 
Такимъ образомъ имъемъ 


Пур" (а. 8. (2) 


Второй дифференщаль функщи равенъ произведеню второй пронз- 
зодной на нвадрать ди{ференшала аргумента. Изъ равенствъ (1), 
{2) и вытекаетъ обозначеше Лейбница для производныхъ: 


4 

па 
а а 
3% читается; 4у по и; уе читается: @ второе У по 4 иксъ неа. 
драть. 


Производная второй производной называется третьей производ- 
ной, производная третьей называется четвертой производной и т. д. 
Какое значеше имфють эти высш1я производныя, объ этомъ 
рёчь впереди. Обозначеня ихъ по такимъ же основан ям совершенно 
аналогичны обозначенямъ первой и второй производной: 


сир ИМО = ИЕ... Гай, 


"ау = 


"(ау = 


Если дифференщаль функщи 4у найденъ до нахождешя производ- 
а 
ной, то на выражеше Р можно смотрЬть какъ на частное (назы- 
вается иногда -— дифференщальное частное, дифференщальный ко- 
эффишентъ), ибо у содержитъ по самому опредфленио множите- 
лемъ 4х или Дх и выражеше Чу можно раздфлить на Дж или 
4х еще до перехода къ предфлу, до того момента, когиа @х обра- 
щшается въ нуль и когда, стало быть, дЬлеше не имфеть ариеме- 
а. . 
тическаго смысла. Вообще же на я нужно смотрфть какъ на сим- 
ы ПР: 
волъ операщи, равносильной операщи Ит -* - 
д: АХ 


*) 427 означаеть то же, что и (44), но не (ат) 
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$ В. Примфръ изучена хода измъиенмя фуннщи и построемя гра- 
фини ея. Дана функшя 


= 0,11 — 0,922 + 152. а 
Требуется прослёдить ходъ ея измфнешя и построить графику этой 


функщи. 
- Найдемъ сначала первую и вторую производныя этой функши: 


Е = 0,322 — 185-15: од 


ее 

= 06—18. з 

Точки пересъчен1я съ осью абсциссъ. Данная функ- 

ця (1) обращается въ нуль при х==0, Вынося зЪ ея выражен 
0,15 за скобки, получимъ: 


У=0,12 (18 — 92416). 


Функшя у обращается въ нуль еше 
при ТЬхъ значеняхъ аргумента, ко- 
торыя обращаютъ въ нуль трех- 
членъ 22— 9% 15. Но корни это- 
го трехчлена будуть 


илИ, съ точностью до 0/1, 2, — 2.2 
и 2,-6,8. СлЪдовательно, кри- 
вая, изображающая зту функцю, 
проходить черезь начало коорди- 
нать и пересфкаеть ось абсциссъ еще въ точкахъ В(2,2: 0) и 
Е(6,8; 0) (черт. 180). 

Данную функцно можно представить въ видф произведен!я: 


= бля. [= - У] [ — Ут |, 
или 


9— 012 — 3,2) (#—65). 
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Изъ этого ея выражен я видно, что функшя имфетъ отрицательныя 
значешя въ интерваль (— с5, 0),т.-е. при — 02 250, поло- 
жительныя въ интерваль (0, В):0<=4-<52,2, снова отрицательныя 
въ интервал® (В Е): 2,2 2<36,8 и неконець опять положитель- 
ныя въ интервал (Е, | ©): 6,8 <= о. 

Точка перегиба. Вторая производная 


м = 0,62 — 1,8 = 0,6 (#— 3} 

одинъ разъ обращается въ нуль, именно при х=3. При #3 
вторая. производная отрицательна; а при 22>3 положительна. СлЪ- 
довательно, въ интерваль отъ — о> до С (3, 0) кривая, изображаю- 
щая начальную функцию, обращена выпуклостью въ положительную 
сторону оси ординатъ (вверхъ), а въ интервалЪ оть С до {© 
кривая обращена выпуклостью въ отрицательную сторону оси ор- 
диватъ (внизъ)., При 2=3 кривая иметь точку перегиба Х. 
Ордината этой точки СМ (И): 


фи. 3. #6935 -=—09. 


Мах! шим и мт! тит функцути. Первая производная 


Ч од тде--1 5, наи 


у 
|: = 0,3 (#— 1) (2—5) 


ча 
два раза обращается въ нуль: при #==1 и х=5. При <= 1 про- 
изводная, какъ произведеще положительнаго и двухъ отрицательныхь 
множителей, положительная величина и, слЪдовательно, на- 
чальная функщя въ интервалЪ отъ — со до А (1, 0) возраста- 
етъ. При < большемъ 1, но меньшемъ 5, т.-е, при 


1<2<85, 


у, какъ произведенше двухъ попожительныхь и одного отрицатель- 
наго множителей, отрицательная величина и, спфдователь- 
но, въ интервал оть А (1, 0) до Р(5, 0) начальная функщя убы- 
ваеть. При х>>5, у', какъ произведенще положительныхъ множи- 
телей, положительная величина и, сльдовательно, начальная 
функщя въ интервалЪ отъ Р до -- со снова возрастаетъ. При #==1 
и при х==5 первая производная обращается въ нуль и, сл®дова- 
тельно, начальная функшя имфетъ или тахитит или пупнлит. 
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При 2==1 начальная функшя переходить отъ возрасташя къ убы- 
ван (вторая производная отрицательна), т.-е. имфеть здфсь свой 
пахипит, а при 2 равномъ 5 переходить отъ убываня къ возра- 
станно (вторая производная положительна), т.-в. имфетъ здьсь свой 
пишиит. Чтобы опредьлить величину тахипии”а и танугпиага, 
нужно вычислить значеня функщи при этихъ значеняхъ аргумента: 
АМ) ОРУ), 


од. але: фам, верю. 


Построен!е касательныхъ въ точкахъ пересЪче- 
н1я съ осью абсциссъ и въ точкф перегиба. Тангенсъ 
угла наклона касательной къ оси абсциссъ опредЪляется значещемъ 
производной при соотвфтствующемъ значени аргумента. Обозна- 
чимъ искомые углы наклона въ точкахъ (0, В, Си Е соотвёт- 
ственно черезъ (и, д, @; и а,. Въ такомъ случаь 

9-0), 9-0), 9—0), 


Раз = 


6) = 03—25) 518; (9) =08(9—6.3--5) = 12; 
о 2-0 3 


(7) 20,3 (2.28 6:22+4 5 


{9') — 0,3 (688 —6.68-5)— 
вв 


Примфчанте, Сльдуеть обратить внимаше на вычисленю прибляжен- 


ныкь значея (у) и (/) . 22 68 суть приближенныя значешя корней 
жа зб 


квадратнато трехчлена: 22 —0=--15 — первый съ кедостаткомь, а второй съ 
избытком, Бели истинное значеше перваго корня зн = 2.2 -- и, гдЬ и < О, то 
истинное эначеше второго должно быть 2, = 6,3 — в, ибо (2.2--6)--(6,3—в:). 
тие, ковффищенту съ обратнымъ знакомъ при первой степени 2 > трехчле! 
Такимъ образомь при точномь вычислеши должны имёть: 


4) —ОЛа2 -- «1—6 Фатети= 


= 0,3 (484 +44 «-|- 8 — 13.2 — 62-5], 
иди 


0,3 [— 3,36 — 16 {- 4] = — [1,008 0.48 &— 0/3 42] 


—1 (сь нехостаткомы) отличается 


Нр 0,48а < 0,048, а < 0,01, и потому (у) 
+: 


2 
отъ истиннаго значены лишь въ сотыхь доляхъ. Точно также найдем, что 


(7) = 3,142 16а ии (у) =3-— ба (0,198 09]. 


и, бя 
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Не 
1,68<0,16 
0,132 > 0,139, 


откуда 
016 «— (0,132 {- 9 < 6098. 


Слёщовательно, (у) —^ $ больше истиннаго, но отличается оть него лишь въ 
о 
сотых доляхъ. 


Такимъ образомъ по найденным тангенсамъ 


9щ=—12 в ще З 


ии =15, цы 


можно построить и касательныя въ точкахъ 0, В, Ми Е (черт. 190}. 

Вычиспимь еще ординаты н$которыхъ точекъ кривой, чтобы 
точнфе опредфлить положеше ея. Хотя характеръ изгибовъ кривой 
вездЬ опредфленъ, но зтимь @ще не опредфлено положеше каждой 
точки кривой: чьмъ больше точекъь кривой опредфлено вычисле- 
немъ ихъ координать, тёмь точнёе будеть опредьлено и положе- 
ве кривой. Однако отсюда не слёдуеть, что можно ограничиться 
знашемъ положешя большого числа точекъ кривой и пренебречь 
опредфлешемь характера изгибовъ кривой, ибо между двумя по- 
строенными точками кривой, хотя бы`очень близкими, кривая мо- 
жетъ имфть очень разнообразныя колебашя и лншь опредфливъ 
изгибы ея между этими точками, можно ограничить значительно 
это разнообраше возможнаго хода этой кривой. 

Вычислимъ ординаты при 2 —=-— 1; 4; 8: 


Фо. 10—09. (118.025; . 


.4 


1.09.4 --1; 


1. 81—09. 8115.8 


Такимъ образомъ можемъ сще построить точки 


9{—1;—25), 24-3), 8(5; 56) . 


'Вычертивъ кривую, которая проходила бы черезъ“ точки ©, 0, 3, 
В, МЕР Е 5, касалась бы построенныхь касательныхь въ 
точкахъ 0, В, №, Е и имЪфла бы опредъленные изгибы, мы и по- 
лучимъ графику данной функции. 
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$3 9. Механическое и физичесное значеше производныхь функшй. 
Въ предыдущихъ параграфахъ было выяснено геометрическое зна- 
чене первой и второй производной данной функщи: первая про- 
изводная своимъ знакомъ указывает на возрастаще или убываме 
функши, а величиной оцфниваетъ быстроту этого возрастамя или 
убываня, опредфляеть направлене касательной въ каждой точкЪ 
кривой, изображающей данную функшю, а вторая производная своимъ 
знакомъ опредфляетъ характеръ ‘изгиба этой кривой. 

Если двЪ величины, находящяся въ функщональной зависимо- 
сти, имъють механическое или физическое значене, то производная 
будетъ представлять величину особаго рода, имфющую также меха- 
ническое или физическое значеше. 


Скорость и ускорен{е движентя. Пусть 5-—-разстояне 
движущейся по нфкоторой лини точки М къ моменту времени $ 
отъ нЬкоторой начальной точки 0; $ является нькоторой функшей 
времени #: 


#=70. 


Если бы движене было равномфрнымъ, то путь, пройден- 
ный за единицу времени, представлял бя скорость этого дви- 
жешя. Пусть приращеню времени 4 соотвфтствуетъ приращене 


пути 45. Отношеше 4% 


движеня: 4Ё и Аз при равномфрномъ движени измфняются пропор- 
цюнально, сохраняя постоянное отношеше. 


и выражало бы скорость этого равномфрнаго 


2 
было бы постояннымь для различныхь значешй 4. Для даннаго 


Если бы движеще было неравномфрнымъ, то отношене не 


. 4 
значешя 4 отношене т, 


Если бы ифкоторая новая точка двигалась съ этою среднею по- 


представляеть среднюю скорость. 


стоянной скоростью, то за промежу- 


аз токь времени 4 она прошла бы 
° о тоть же путь 8, хамь и данная 
Черт. 191. 


движущаяся точка и эти ДВЪ точки, 
выходя одновременно изъ попоженя М (черт. 191), пришли бы 
одновременно и въ положеме Л, разойдясь въ промежуточные мо- 
менты. Чьмь меньше & тьмъ незначительнье это раскождене 
истиннаго движеня со среднимъ, и когда 4# стремится къ нулю, 
отношене 2 стремится къ нфкоторому значеню з, которое и бу- 
деть выражать истинную скорость движущейся точки въ моменть 
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времени # 
= 4. 
дни В 
Но 
аз = 1-4) —:0, 
а 


що с +49 ГО 
Ито жа 
дь- @ ды ЕО 


есть производная функщя КВ) по времени #, СлЪдовательно, 


от 4% цю 


7 ух 
но 4 ды Ге 


7 


Такимъ образомъ для опредьлешя скорости движен!я надо найти 
производную функщи, выражающей законъ этого движеня. 

При неравномфрномь движеши скорость не постоянна, а мь- 
няется въ зависимости отъ времени $. Если $ есть скорость дви- 
жущейся точки въ моментъ времени |, то но времени #-- 46 ско- 
рость измфнится, получивъ нЬкоторое положительное или отрица- 
тельное приращеше Де. Если приращене скорости пропорщонально 
приращению времени 4#, то движеше называется. равномфрно-уско- 
реннымъ или равномфрно - замедленнымъ (при 4 отрицательномъ) 
в отношеше я ‚ оцьнивающее приращеше скорости за единицу 
времени, постоянно и называется ускорешемъ этого движеня. Если 
двнжене неравномёрно-ускоренное или замедленное, то отношение 


ЗЕ Ааеть среднее ускорен!е зё промежутокъ времени 4, авъ 


предлф, когда А будетъ безконечно малымъ, даетъ истинное уско- 
4: 


рен!е движущейся точки въ моментъ времени &. Но йт 
=0 


есть 


вторая производная данной функщи Д(1): 


4" _ и Г 


тт Зе Е 


дно й И-о 4 


О 


9 


Такимъ образомъ, если данъ законъ движешя 5—=/!), то первая 
производная 5' этой функщи опредъляетъ величину скорости, а 
вторая производная з"—величину ускорен!я движущейся точки 
въ моментъ времени #, 
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Примёръ. Законъ движеня свободно педающаго тёпа выра- 
жается функшей 


Дпя опредфленя скорости въ моментъ времени # надо найти пер- 
вую производную. этой функщи: 


927.2 ила я. 


Такъ какъ ускореше оказалось постояннымъ, то разсматриваемое 
явижене равномфрно-ускоренное. 

Скорость химической реакц!и. Если х--количество ве- 
щества, подвергшееся за время # измфнено въ ‘какой-либо хими- 
ческой реакщи, то х является функщей времени # 


20; 


а производная этой функци #'==Ё(#) даеть скорость химической 
реакши. 

Теппоемкость тёлЪ. Если @— количество тепла, притекаю- 
щее къ ТЁлу и идущее на повышене его температуры &, то @ 
является функщей температуры # 


$=708; 


а производная этой функши по Ё даетъ теплоемкость се даннаго 
тьла: 


46 


= #4 = ит щ= 


о 


Температурные коэффиц!енты, Если какая-либо физи- 
ческая величина х зависить топько отъ температуры, то она является 
функшей температуры & 


0. 


При повышен температуры на 4# величина 2 измфняется, - поло- 
жимЪ, на 4г. Если это измфнене идетъ равномрно съ измнешемъ 
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1.4 

температуры, то отношене 27, ТДЪ я,- значеше & при темпе- 
о 

ратурЪ, равной 0“, называется температурнымъ козффищентомъ ве- 


4: 
личины 2. Если в Не постояино, то температурнымъ коэффищен- 


томъ будеть предьль отношеня №. 42 
ю 


т при` 4—0, т.-е. 


1 


РЕ 


ги. 


Такимъ образомъ нахождене какого-либо температурнато коэффи- 
щента сводится къ нахожденю производной. 

Къ числу температурныхъ коэффищентовъ относится, напримръ, 
линейный коэффишенть расширеня. Если } — длина стержия при 
температурВ $, то #=/(#} и козффишенть его расширеня будетъ 


1 ми _й. 
170 - 


И 


При 1 =1, т.е. еспи длина стержня при 0° равна единиць, его 
коэффишенть расширешя равенъ Р==/" (9. 


УПРАЖНЕНГЯ, 


1, Въ бассейнъ проведены 3 крана 4, Ви С. Черезъ иранъ А вливается 
20 литровъ въ 1 минуту, черезь нранъ—25 литровф, а черезь кранъ С выпи- 
вается 80 литровъ въ нинуту. Кранъ В открывается Черегъ 5 минуть посл® А. 
а С черезъ 10 минуть посл В. Пред- 
ставить графически количество воды 
въ бассейн, какъ функцию вреиени, 


Ы 


Рьшенуе. Пусть по оси абециссъ, 
ОЕ отклацывается время а по оси ор- 
цинать Оу копичество воды въ бассей- 
НЬ въ соотвьтотвующй моментъ вре- 
‘мени, Единицы мёры на той и другой 
оси, какъ единицы разнородныя, можно 
выбрать совершенно произвольно и яе- 
зависимо одна отъ другой (черт. 192). 

Черезъ 5 минуть отъ начальнаго момента, когда открывается и лЪиствуеть 
хранъ А, воды въ бассейнь будетЪ 20.5 == 100 п: Р)Р = 100, Процщессъ при- 
бывашя воды въ бассейнъ по услов!ю равномфрень, и этот равном врны и 
процессь изобразится графически прямой лишей ОР ордината наждой точки 
этой прямой предетавляеть количество воды въ бассейны въ соотвётствующее 
время, измёряемое абсциссой этой точки. 


©. 9: 
ры 


Черт. 192. 
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Въ продолжен слёдующихь 10 минуть дъйствуютъ два крана, вливая ка- 
жлую минуту 20-25 = 45 л. За 10 мннутъ прибудеть воды 45.10 = 450 л., 
а всего съ прежнимь количествомь будеть 450-[ 100 == 550 л. 0,9 = 550. 
Процессь прибывашя воды за этоть промежутокъ времени изобразится прямой 
РФ. Далье дЪйствують всЪ три крана, и убываеть воды каждую минуту 35 л, 
(20-25 —80 = —35). Через 10 минуть воды останется 550 — 350 = 200 л.: 
ДВ, = 200. Прямая ФП изображаеть процессь убывавя воды въ бассейн, 
когда всЪ три крана открыты. Точка перес$ченя 5 прямой ОИ съ осью абециесъ 
отмЬчаеть тоть моменть времсии, когда вода вся рытекаетъ изъ бассейна, 


2. Представить графически двнженю побздовъ: Пс. 63, Кр. 1, Пе. 8, Сх, 6, 
Пс. 12, Кр. 2 Никол. ж. д. между Москвой, Клинонъ и Тверью. 


По оффиц, указателю 1910 г. (лЬтнее движене) имфентъ: 


Пс. 68 Кр. 1 Пе. 8 Ск. 6 Пг. 12 Кр.2 
п 9 |0 | Ма во я шв 
дам | | м 108 ив пом 

1 $ 84 | Клинь 
9 |1 9% 108 п и 


| 
в | 109 15 8 э5 
ры 157 Тверь 
6”, 109 ово жк 


Эти данныя и использованы для графики (черт. 193). 


Черт. 193. 


Принфчан:е. Перемьщене зочки параллельно оси абециссь означаеть 
пребызан: с вЪ одномь и томъ же фест, Среднюю скорость движения 
можно получить какъ приращеше ординаты на едивицу масштаба абециссы. 
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3. Представить графически равномёрное вращеше стрьлонъ часовъ, от- 
кладывая время по осн абсшиесъ, а дугу круга циферблата по осн ординать 
(черт. 194). Единицы мфры для осей координать независимы одна отъ другой. 

Точки пересфчешя графики цвиженя минутной стрьлки съ графикой дви- 
женя часовой означаютъ моменты совпадения стрьяокъ. 


Черт. 194. 
4. Дифферениироване рашональныхь функц: 


а. 25 


дут . Отв. уна.аА. 
Буза дай. От. узи а-- ви м.) . 
ву=%. . о. у=- м. 
ое" 
Отв. а. 


а 
5 ео. Отв, у’ 48 — 6743. 


=. Изобразить графически функщи: 


4 
ад уз — 12-10 я 
1 
Бум #6: 9 уле-ры: 
+ 
в у=2+8; уаз" (шина, 3,4); 


5 уча: ®) у бала ва). 
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$. При кахомъ значены аргумента функшя у == 31? — 12% 28 раст 
втрое медпеннфе, чЬМь аргументь? 


37. 1 . 
Отв. При = 1 = Зв 
7. Прочнссть прямоугольной`балки данной длины, при опредфленной на- 
трузкЬ и опредъяенномь расположеши опоръ, пропоршональна ширинв по- 
перечнаго сёченйя и квадрату его высоты. Изъ круглаго бревна 
требуется вытесать прямоугольную балку наибольшей прочности. 
Какова должна быть ширина этой балки, ‘если Маметрь бревна 
равенъ @ (черт. 195)? 
Черт. 195. 


Поперечиое сфчеше канала имфеть форму равнобелренной трапеши 
(черт. 196). Глубина канала #, а площадь сфченя Е. 
Опрельлить форму траоеци, наивыгоднфИшую въ смы- 
ол стоимости матерала для ложа канала, те, опре- 
дьлить, при какомъ откосЪ боковыхь сторон сумма 
боковыхь сторон и основашя будеть наименьшей? 


Ро 
Черт. 196. Отв. и = РАВ = 60%. 


9. Два источника тепла О и 0, изъ которыхъ послёльй вЪ 8 разъ сильнье 
перваго, отстоять одинъ от другого на разстояши 10 единицъ. Малая тонкая 
пластинка помфщается въ разпичныхь мьстахь прямой, соединяющияь точни О 
и @, Изузить Законъ измфнешя количества тепла, получаемаго пластинкой оть. 
обоихь источниковъ вЪ сдиницу времени, и опредфлить иъсто навменьшага на- 
трьва. На разстояни Т отьъ источника О пластика получаеть 1 количества 
тепла, а съ измъзеемь разстоянйя — обратно пропорщонально квадрату этого 
разстояня. {За начало координать принять точку 0, а за ось абсциесъ пря- 
мую 00). 


Отв. Мьсто наименьшаго нагрЬва на 
резстоянти 3’; ед. оть источника 0. 


10. Планъ одноэтажнаго дома долженъ имфть форму прямоугольника данной 
плошади Е. Нужно проектировать три комнаты на этомъ план помощью двухъ 
внутревнихь стьяъ, какъ на черт. 197. При этомь АБ 


2 р-—\ с 
должно составлять › АВ. Стоимость стфнь внутреннихь за 
9 
погонную сажень составляеть лишь 3 стоимости погонной М Р 
сажени наружной стны, Какой форкы полжень быть пря СГ в 
моугольный ппант, зданя 4 ВОО, чтобы стоимость постройки " 
была наименьшая? Черт. 197. 


'Указане. АВ 
наружной стны. 


х (= 8 к 20 
[Е 


стоимость постройки у; # — стоимость погонной сажени 


у 


т платит у при т. 


<) 
Отв. АВ ВС = 20:11. 


ГЛАВА М. 


НАЧАЛА ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. ОПРЕДЪЛЕННЫЙ И 
НЕОПРЕДЪЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЪ. 


81. Фуньщи, имбющя одну и ту же производную. Теорема Ролля 
и теорема Лагранка о конечныхь приращеняхь. Такъ какъ производ- 
ная постояннаго равна нулю (стр. 319), то дв функши Е(а) и (=), 
отличающияся одна оть другой на постоянное слагаемое ' 


2) = Каро, 
имфютъ одинаковыя производныя: 
Ее) = Г. 
Но можно ‘ли сдфлать обратное заключене, т.-е. если двф непре- 


рывныя функши имфють равныя производныя, можно пи утверждать, 
что всегда тая двЪ функши отличаются одна отъ другой на по- 


а 5 
Черт. 198. 
стоянное слагаемое? Возможность такого обратнаго заключеня не 
слЪдуетъ изъ предыдущаго утвержден: изъ того, что всяное число, 
дьлящееся на 4, четно, ме спфдуетъ, что всякое четное число ДЬ+ 
пится на 4. Доказательство разсматриваемаго обратнато предложе- 
я о функщяхь съ равными производными основывается на такъ, 
называемой теоремЪ Ролля и теорем Лагранжа о конеч- 


ныхъ приращеныяхъ. 
Эти двф теоремы съ геометрической стороны соотвфтствуютъ 


ясному и простому факту: къ дугЪ непрерывной кривой лини можно 

провести по крайней мЪрЪ одну касательную, параллельную стяги- 

вающей эту дугу хордЬ (черт. 198, а}, если только разсматриваемая 
22 
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часть кривой не имфеть остря (5} или изпома (6). Въ спучаЪ остИя 
или излома касательная, параллельная хордЪ, не всегда возможна. 
Аналитическое доказательство этихъ теоремъ основывается на тамъ, 
что непрерывная функшя въ замкнутомъ интервапЪ имфетъ наибопь- 
шее и наименьшее значене (стр. 288). 


1. Теорема Ролля, Если функшя (2) вепрерывна въ интер- 
вапь (а, $) и имЪеть для наждаго значеня аргумента въ этомъ 
интервалЪ (опредфленную) производную, а при х 
щается въ нуль, т.е. 


аи т обра- 


Кд=0 и № 


®, 


то производная функшя [(#) по крайней мЪрЬ при нъжоторомъ 
одномъ промежуточномъ значени аргумента 5 


в3ё<ь 
обращается въ нуль. 

ПримЪчан!е. Непрарывности функц! и соотвЬтствуеть геомет- 
рически непрерывность графини ея, которая будетъ стягиваемой 
дугой (черт. 199). То, что при 
каждомъ промежуточномъ значени 
аргумента функшя имфетъ (опред®- 
ленную) производную, геометрически 
означаетъ, что дуга имфеть въ 
каждой своей точкф одну наса- 

Черт. 199. тельную, Этимъ усломемъ исклю- 
чается существоваше у дуги точки 
излома, ибо въ точкЪ излома лвостороннй и правосторонный пре- 


.„ ЧУ 
дёлы отношеня 5# неодинаковы, Исключается также существова- 


не и остя или точки возврата: касательная въ такой точкЪ 
въ силу однозначности функщи можеть быть только перпендику- 
лярной къ оси абсциссъ, но при подходь къ этой точкЪ съ одной 


4 
стороны Е стремится напр. къ положительной безконечности, а 


при нодходь съ другой къ отрицательной и, слЪдовательмо, произ- 
водная не будетъ единственной. Однако условями теоремы не исклю- 
чается возможность того, что въ н-которыхь точкахъ производная 
будетъ безконечно велика, но только опредфленнаго и единствен- 
наго знака, т.-е. не въ точкЪ возврата, а въ точкь, ‘перегиба. 
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\Доказ. Пусть =) въ интерваль (а, 5) не все время равна 
нулю — случай, когда теорема очевидно имфетъ мфсто, Мы уже 
знаемъ, что непрерывная функщя въ замкнутомъ интервал нмфетъ 
наибольшее и наименьшее значене. Пусть прн 2=& разсматриваемая 
функщя имфеть наибольшее значеше. Если между а и $ существу- 
ютъ и положительныя значешя функши`И), то очевидно & не равно 
ви а, ни 8, ибо по условю Па) == ИФ) ==0. А если бы функцы не 
имЪла совсьмъ лопожительныхъ значенй между @ и в, то мы стали 
бы разсматривать не наибольшее значене, а наименьшее и пришли 
бы къ тому же заключению, что а &<®. < 

Итакъ пусть (&) наибольшее значене. Въ такомъ случаъ 


Е-А)<ИЙ и 18-9 <, 


а потому правостороннее отношене приращен!я функши къ прира- 
щен аргумента отрицательно, а лЬвостороннее положительно: 


ПА 8) 18—49) —78 
+ < = 24а 29, 


такъ какъ въ томъ и другомъ случаф числитель отрицателенъ, а 
знаменатель въ первомъ случаф имфетъ положительный знамъ, а 


во второмъ отрицательный. 
„Сльдовательно (стр. 255), 


и 2-9 19 50 „= ш 8-9 0. @) 
Но по условю теоремы при каждомъ значен!и аргумента функщя 
{<) имфетъ (одну) производную (лВвосторонёй и правосторонн!й 
предфлы совпадаютъ), т.е. 


ЕНОТ 


Такимъ образомъ неравенства или равенства (1) даютъ: 
Р650 и РФ. 


СлЪЬдовательно, 
®=0, 


что и требовалось доказать: 
Въ общемъ случаф въ интервалЪ (а, $} возможно и не одно зна- 


чене аргумента, при которомъ производная функшя обращается въ 


нуль. 
32° 
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Такимъ образомъ, если функшя [2) непрерывна, имЪфеть про- 
изводную въ интервал® (а, 6) и (а) = КБ) =0, то Й(5) —=0, гдф. 
ав. 
Величина & отличается отъ меньшаго предфла а интервала на 
часть всего интервала ($ — а). Поэтому можно положить 


$ 


06 


(1). 


ть 
0<8<1. 


Положительное число 6, меньше единицы, можетъ в не быть извЪ- 
стнымъ; доказано только то, что это число существует. 


2. Теорема Лагранжа о конечныхъ приращен!яхъ. 
Если функшя непрерывна и имфетъ (опредфленную) производную 
въ интервалЪ (а, 5), то существуетъ такое значене аргумента & == &, 
при которомъ производная равна отношенно приращеня функши 
при переходь отъ одного конца (а) интервала до другого {$} къ 
величин самого интервала, т.-е. 


=р®. 


о па) 


Доказ. Отнощене вепичина постоянная. Обовначимъ. 


ве ради краткости черезъ И  ребуется доказать, что 
А=Р®. 
Составимъ такую функшю ф(2): 


ф-т -е-дл. 


Эта функшя удовлетворяетъ условямъ теоремы Ролля, т.-е. она не- 
прерывна и имфетъ производную: 
Уф=Ре—д 
и кромЪ того 
$(в) = Ка) — Ка) —@#—@А-=0, 
96) = 9—6 ча 4-69 0 
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“Сльдоватепьно, производная этой функши 


9 =г®—4 


по теоремф Ролля при нфкоторомъ значени & аргумента въ интер- 
валЪ (а, $) обращается въ нуль: 


$' © =0, те рРО-4= 

отсюда 
$) 
ъ 


4-ГО, мя 


Значеше аргумента 5 отличается отъ нижняго предфла @ интервала 
{а, 6) на часть всего интервала &—а: 


$54-80—4, т. 0<9<т. 
Поэтому можно написать и’ такъ: 


1466) — Ра) 


$—а 


+ [@--@ —4)]. [о 


“Съ геометрической стороны теорема выражаетъ, что къ дугв М, 
{черт. 200} можно провести касательную, параллельную хорд ММ, 
ибо тангенсь угла наклона этой насатель- 


вой жь оси абоциссъ равенъ [(&), а тан- «| мы 
генсъ угла наклона хорды къ той же оси р 
равенъ | 
21°). ов 8 | 2 
а ы я ИИ 
спи прямыя параллельны, то углы ихъ на- Черт. 200, 


клона къ положительному направлен ю оси 
абсциссъ разны, равны поэтому и тангенсы угловъ. 

Если Их) выражаетъ длину пути, пройденнаго цвижущейся точ- 
кой къ моменту времени х, то [”(=), какь извЪстно, выражаетъ 
скорость движены въ разсматриваемый моментъ, Разность (5) —Ка) 
длине пути, пройденнаго за промежутокъ времени $—@,а Поло 
средняя скорость движешя за этоть промежутокъ времени, 
Теорема з конечныхь приращеняхь выражаетъ такимъ образомъ 
сльдующ, съ механической стороны совершенно ясный фактъ: 
<корость движущейся точки не можеть быть постоянно меныше 
средней скорости движеня за данный промежутокъ времени и 
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не можеть быть постоянно больше этой средней скорости и есть 
моментъ, когда эти скорости равны, 
Сльдств1я. 1. Если функшя {() при всякомъ значени х въ. 
интерваль (а, 5) равна нулю, то начальная функця Дх) постоянна 
въ этомъ интервалЪ: 


Ри =, Га =соат весь. 
Пусть 2; и 1, —-два какикъ-нибудь значеня аргумента изъ интер- 
вала (а, Ь): 

954 «а 5. 


По теорем о конечныхь приращещяхь имфемъ 


Ре Ге) м 
В =, 
ть 
м, 


Такинъ образомъ & заключено между @ и В и потому ['(&) = 
слфдовательно, 
1 — 2 о, 
1 
откуда 


Ре) -—Гед =0, или Гб) Ро), тов. ^ Ра) == сопяаия 


что н требовалось доказать. 


2. Если дв непрерывныя функши {(х) и $(х) имъють одну и 
ту же производную, то онф отличаются одна отъ другой на по- 
стоянную величину. 


Доказ. Имъемъ: 
| Ро=е (а), п Р@Ф-фа=0. 4) 
Составимъ новую функщю 2х), равную разности данныхъ функшй; 
Е) = в) —+(@). 


Производная. этой функШи въ силу равенства (4) тождественно. 
равна нулю: 
иыег@)-7@=9. 
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Поэтому на основави перваго сльдств:я имъенъ 


Е®) = РФС, 
тдЪ О-нёкоторая постоянная величина. Отсюда 
Г =г®т0. 


Возвращаясь къ вопросу, поставленному вЪ началь этого пара- 
трафа, именно — если дв непрерывныя функци имфютъ равныя 
производныя, можно ли утверждать, что всегра тая двф функц 
отличаются на постоянное слагаемое, мы можемъ теперь отвфтить 
на него утвердительно, 

Такимъ образомт всякая непрерывная фунищя, имъющая про- 
изводную [(), иметь видъ К») -- С, гдь О- какое-нибудь по- 
стоянное. Давая этому постоянному С произвольныя значеня, 
мы и получимъ различныя функ этого вида. 

Имья графику одной изъ этихъ функцй (2) (черт. 201) и пе- 
ремыщая ее такъ, чтобы ординаты каждой точки увеличились на 
одну и ту же величину О, мы по- 
лучимъ графику другой функши 
этого рода, а давая постоянному © 
произвольныя значеня, мы полу- 
чимъ графики всЬкъ возможныхЪ 
функшй, имвющихъ одку и ту же 
производную. Касательныя этихъ 
ливй (графикъ) въ точкахъ, лежа- 
зщихь на одной прямой, параллель- 
ной оси ординатъ, т.-е. въ точкахъ, 
имфющихь одну и ту же абсцис- Черт. 201. 
су, параллельны между собой, такъ 
какъ угловые коэффишенты ихъ равны между собой и равны 
именно значеншю производной функши (2) при данномъ значени 
абсциссы, 

° Черезь каждую точку (м, ,} плоскости проходить одна изъ 
этихъ кривыхъ. Въ самомъ дёлЪ, уравнеще опредфляемой кривой 
должно имфть видъ 


УР С, [2 


тАЪ С пока не опредфлено. Точка (1, у,) лежитъ на этой кривой 
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и, слЪдовательно, координаты ея 2, и, должны удовлетворять урав- 
ненйю (5): 
= 0. 


б=ъ-1 9. 


откуда 


Таково значене постояннаго ( для кривой, проходящей черезъ 
точку (х, 9%). Уравнене этой лиШи можно написать теперь въ 
слфдующемъ видЬ: 

у = Га) Е уз — Г, 


у—и=70 —/ 5: 


или 


` у» и Кк)-постоянныя числа). 


Прим чанте. Теорема о конечныхь приращеняхъ можетъ 
спужить основанемъ для приближеннаго вычисленя значенй функ- 
щи и для оцнки предфловъ допущенной ошибки. Если непосред- 
ственное вычислеше значений производной функщи проще, чЪмъ 
вычисленше зваченй самой функцщ!и, то, зная величину функщи при 
одномъ значеши аргумента, можно вычислить ее при пругомъ, близ- 
комъ къ первому по формулЪ (3), изъ которой имфемъ 


о = 9-06-97 +86 —а]]. 


Если при достаточно маломъ интервалЪ (а, $) производная функши 
г@) все время или возрастаеть или убываетъ, то крайвя значе- 
ня ея /'(а} и [(6) будуть представлять наибольшее и наименьшее 
изъ вовхь остальныхъ значений. Сообразно съ такимъ измфнешенъ 
производной [(х) въ интервалЪ (а, 6) можно оцфнить предфлы 
допущенной при вычислени /$) ошибки. 

Для выясненя такого значен!я теоремы о конечныхь прираще- 
няхъ мы приведемъ примфры тогда, когда въ нашемъ распоряжеши 
будуть производныя трансиендентныхь функшй. 


$ 2. Постановка задачи интегральнаго исчисленя. Мы предполагали 
до сихъ поръ начальную функино данной и искали ея производную 
или предполагали ее найденной, изслфдуя свойства той и другой. 
Такова задача дифференщальнаго исчислешя. Теперь мы ставимъ 
обратную задачу: по данной функщи Ил} найти ея начальную или 
первообразную функцию, т.е. такую функшю— обозначимъ ее черезъ 
-Е(2)-—, чтобы ея производная Ё"(2) равнялась данной функщи: 


Е - Г. 
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Такъ. поставленная задача иметь не одно опредьленное рфше- 
зе: если Р(2) представляеть одно рьшеше этой задачи, то и функ- 
ця Ре) -- 0, гдь С какое-нибудь постоянное, будеть также пред- 
<тавлять рёшеше той же задачи, ибо, какъ сльдуеть изъ теоремы 
Лагранжа о конечныхь приращешяхъ, непрерывныя функщи, имвю- 
ЩИя одну и ту же производную, отличаются постояннымъ слагаемымъ. 
При произвольномъ постоянномъ С’ фунишя Е(л)-- С представ- 
ляетъ общее рЬшенше поставленной задачи, 

Задача, обратная задач® ‘дифференшальнаго исчислешя, т.-е. 
задача отысканЁ: первообразной или начальной функц составляет 
задачу интегральнаго исчисленя: искомая первообразная функ- 
щя и называется интеграломъ данной функц. 

Прежде чфмъ приступить кь рфшенш или изспьдованю этой 
задачи, разсмотримъ, какой геометрическй сныслъ имфеть ея по- 
становка. 

Пусть данная производная функшя означаетъ тангенсъ угла на- 
клона насательной къ трафикЪ искомой первообразиой функши: 


те-це, ши Ме. 


Если точка перемфщается по кривой, то направлен:е этого 
перемьщеня въ каждый моментъ опредЬляется направлешемъ ка- 
сательной къ этой кривой. Таким, обра- 
зомъ, если дана производная функщя, то 
этимъ самымъ указано въ каждомъ мьсть 
ллоскости направлеше еремфщешя для 
точки, движущейся въ этой плоскости. Пусть, 
напр. Ка) ===. Для опредленя направле- 
я перемьщены въ каждой точкь плоско- 
сти имфемъ 


фене, 


Всь точки плоскости, имъюция одну и ту 
же абсциссу, т.е. пежащя на одной прямой, 
параллельной оси ординатъ, должны дви- 
таться въ одномъ и томъ же направлении (черт. 202), ибо для всёхъ 
этихъ точекь и имфетъ одну и ту же величину. Такимъ образонъ 
изъ каждой точки плоскости путь перемфщеня уже предрьшенъ 
{на чертежЬ указанъ стрфлками). Та функшя, графикой которой 
служить этоть путь, и будеть однимъ изъ интеграловъ данной 
функщи. 


Черт. 202. 
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Если Из) == 


„ то искомая первообразная функщя будетъ 


Е®=А о, 
ибо 


Ева, тв, РФ =Г@). 


Поэтому т стрлки, которыя указызаютъ на чертежф направлене 
перемфщеня каждой точки, прикасаются параболъ, им6ющихъ урав- 
нене 


®. 
2 


На чертеж и вычерчена одна изъ этихъ параболъ, именно соот- 
вЪтствующая значенйю постояннаго С, равнаго — 2. 


Ясно геометрически, что, если намъ удалось опредёлить одну 
такую линю, мы. можемъ получить сколько угодно ихъ, перемфстивъ 
поступательно найденную лин!о въ направлещи оси ординатъ (ср. $ 1). 
Но какъ найти одну изъ этихъ лин? Задача интегральнаго исчи- 
сленя и состоить въ томъ, чтобы указать способъ составлешя или 
опренъленя хотя бы одной начальной функщи, графикой которой 
и будеть одна изъ разсматриваемыхъ лин. ЗдЪсь возникаеть прежде 
всего вопросъ, опредфляетъ ли данная функщя Да), какъ про- 
изводная, начальную или первообразную функцйо, другими сповами— 
существуетъ ли первообразная функшя для данной функши. 

Для ныкоторыхъ функщи уже сейчась мы можемъ отвЬтить на 
этотъ вопросъ утвердительно. Въ самомъ дЬлЬ, пусть мы имфемъ 
рядъ функши и дифференцироващемъ нашли ихъ производныя. При 
рышени обратной задачи —найти по данной функши ея первообраз- 
ную —мы ищемъ среди результатовъ предшествующаго дифферен- 
дированя данную функц и, если таковую нашли, то та уже из 
вЪстная функшя, отъ дифференцированя которой данная функшя 
получилась, и будеть рышенемъ поставленной задачи, будетъ ин- 
теграломъ данной функши, подобно тому какъ въ ариеметикф при 
дьлени мы, имя таблицу умножещя, можемъ, подыскавъ среди 
произведен данное дёлимое, опредфлить и искомое частное. 


Положимъ, напр,, намъ дана функшя 2“: 


Тя", 
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при чемъ #52 —1, и требуется найти первообразную функц!ю, т.-е. 
функцию, производная которой равнялась бы данной: 


Фщ-=. 


Изь формулъь дифференщальнаго исчислешя мы знаемъ, что про- 
изводная степени есть стенень, извфстнымъ образомъ составленная: 


э  ует.тЩ, 


Такимъ образомъ, въ нашей задачь неизвЪфстную первообразную 
функцию $(2) мы дояжны искать среди степеней. Показатель пер- 
вообразной функщи на единицу больше показателя производной. 
СлЪдовательно, показатель искомой стелени долженъ быть н-[ 1. 
Но степень 2”*' мы не могли бы взять за искомую первообразную 
функшю Ф(2), такъ накъ производная степени 2““А равняется 
{#--1).2^, а не 2”, какъ намъ дано. Вводя соотвфтствующи по- 


стоянный множитель, именно мы можемъ уничтожить по- 


т? 
являющёйся въ производной множитель (я-- 1). Итакъ, за Ф(х) 


мы можемъ взять а прибавляя произвольное постоянное, по- 


жен 
Эт 
лучимъ общее ршене 
зы 

. «о = ЕО. о 

Примфняя правило дифференцированя суммы (стр. 320}, мы могли 
бы найти и первообразную функшю цфлой функщи, ибо сумма пер- 
вообразныхъ функщй слагаемыхъ имфетъ производной данную функ- 


цю. Напр., если 
я --ыт. 


то первообразной функщей будеть сльдующая функшя $Ф(х): 


ибо 


Но такое обращеше формулъ дифференшальнаго исчисленйя не даетъ 
прямого отвфта на поставленный вопросъ, прямого способа опредЪ- 
пеня первообрааной функщи для любой данной напередъ функц 


348 — ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ М ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЫ. Часть 1. 


даже если ограничить задачу, кля любой данной напередь непре- 
рывной функци. Чтобы изыскать такой прямой способъ, мы обра- 
тимся предварительно къ другой геометрической интерпреташи на- 
чальной функщи и ея производной. 


$ 3. Другое геометрическое значене начальной функщи и ея про- 
изводной. Въ $ 2 предыдущей главы мы говорили о геометрическомъ 
значени производной. Данную начальную функцо мы разсматривали 
какъ перемфнную ординату точки, описывающей графику этой функ- 
фи, Производная функщы означаетъ въ такомъ случаф тангенсъ угла. 
наклона касательной этой графики къ попожительному направленю 
оси абсциссъ, а вторая производная своимъ знакомъ опредвляеть 
характеръ изгибовъ этой лини. Теперь мы будемъ разсматривать 
производную функцю у'— (=) какь ординату и построимъ 
графику этой производной, Въ такомъ случаф вторая производная, 
какъ производная производной, будеть обозначать тангенсъ 
угла наклона касательной графики первой производной къ попожи- 
тельному направленно оси абсциссъ. Но что теперь — при такой ин- 
терпретащи производной —означаетъ геометрически начальная функ- 
щя у-—=И=)? Прежде чёмъ отвфтить на этоть вопросъ, разсмотримъ 
площадь фигуры (черт. 203}, ограниченной осью абсцисоъ, гра- 
фикой производной у’ = (2) и двумя орди- 
ватами: АВ, соотвЪтствующей  абсцисбЪ 
а, и ММУ, соотвьтствующей абсниссь х. 
Предположимъ пока, что графика функщи 
9! — (а) не пересъкаетъ оси абециссъ, дру- 
гими словами, что {’ остается все время 
положительнымъ. Будемъ считать ординату 
Черт. 203. АВ неподвижной, т. а постояннымъ, 
ордината же ММ пусть перемъщается вмЪ- 
СТЬ съ измфненемъ аргумента х. Въ такомъ случаф площадь фи- 
гуры АВМИ будеть перемьнной величиной, зависящей отъ измЪ- 
неня абсциссы 1, т.-е, является нфкоторой функшей аргумента #. 
Обозначимъ ее черезъ Ф(л): 


пл, АВУМ = (0). 


Эта функшя опредълена нами геометрически (какъ площадь), 
аналитическое же ея выражен!е остается пока намъ неизвЬст- 
нымъ. Но разъ функшЯ опредфлена, хотя бы и геометрически, то 
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можно поставить вопросъ о нахождени ея производной ипи по. 
крайней мфрф о геометрическомъ значени производной. 

Дадимъ аргументу х нёкоторое приращеше 4х; величина функ- 
ци Ф(2) при этомъ измфнится и получить приращеше, которое 
обозначимъ черезъ 4Ф(2). Какъ видно изъ чертежа 


УР. 


44} = па. 
Ордината графики производной при этомъ также измфняется: 


ИУ =): 


нуу. 


Положимъ для опредфленности, что производная данной функщи 
[@) въ разсматриваемомъ интервалЪ съ увеличенемъ аргумента 
возрастаетъ. Проведя изъ точекъь кривой М и М! прямыя М9 и 
М’Ф', параллельныя оси абсциссъ, получимъ два’ прямоугольника. 
МММ и МММ, изъ которыхъ одинъ больше, другой меньше 
приращеня площади 4$Ф(х): 


пл. УМОМ < пл, МУВИ < пл. ХХ'М "9, 
или 
уда < аа ол. ) 


ДЪля на Дх (считая его положительнымъ), получимъ 


их 9 ку. 


Такъ какъ производную данной функши [’(=) въ разсматриваемомъ 
интервал мы считаемъ непрерывной, то Лу’ стремится къ нулю 
выЪстЬ съ 4 и при переходь къ предфлу въ предположещи, что 
Дж стремится къ нулю, предыдуния неравенства даютъ 


откуда 
2) 


или 


Такинъ образомъ функщя Ф(=), представляющая величину пло- 
*щади, ограниченной указаннымъ выше способомъ, такова, что ея 
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производная равна производной данной функщи: 
42) =Г%®), 8) 


а слёдовательно (6 1), сама функшя $(<) отличается оть данной 
функции К») на постоянное слагаемое: 


9 -г®--с. 


Это постоянное слагаемое С’ можно легко опредблить. Пусть по- 
движная ордината №.М, перемфщаясь, совпадаеть съ начальной (не- 
подвижной) ВА, т.-е. пусть 2. измняясь, ставовится равнынъ в. Въ 
такомъ случаЪ площадь разсматриваемой фигуры обратится въ нуль, 
т. 


90-0, и Гы ы0: 
откуда 
с=—г®. 
Слфдовательно, 
942) =/(е) — Га. ® 


Такимъ образомъ, если производная функцы ['(2) представлена. 
геометрически ординатой, 10 площадь, ограниченная графи- 
кой этой производной, осью абсциссъ и двумя ординатами, изъ ко- 
торыхъ одна соотвЬтствуетъ абсциссв х, представляеть одну изъ 
начальныхъ или первообразныхъ функц. Таково то но- 
вое геометрическое значеше начальной функши, о которомъ гла- 
сить загиаве настоящаго параграфа. Но необходимо сдъпать нфко- 
‘торое дополнене къ этой интерпретащи. 

` Функщя Ф$(2), измфряющая ограниченную указаннымъ способомъ 
площадь, съ увеличешемъ аргумента возрастаетъ, если производ- 
ная этой функши Ф\х) ‘или, что все 
равно (2), производная данной функци 
[’(®) положительна, и убываеть, если 
эта производная отрицательна. Это зна- 
читъ, что иамфряемая площадь должна 
считаться положительной при увеличени 
аргумента, если она расположена надъ 
Э6ью абсциссь (черт. 204: пл. АВС и пл. ВРб), и отрица- 
тельной, если она расположена подъ осью абсциссъ (пл. СЛЕ). 
Такимъ образомъ мы можемъ теперь отказаться отъ сдьлан- 
наго въ началЪ ограниченя относительно знака у’ и считать, 
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что въ общемъ случаЪ начальная функшя геометрически означаеть 
алтебраическую сумму положительныхь и отрицательныхь площа- 
дей, ограниченныхъ осью абсциссъ, графикой производной и двумя 
ординатами, изъ которыхъ одна соотвфтствуетт какой-нибудь опре- 
дленной (постоянной) абсциссвВ а, а другая—перемфнной абсциссь х. 


$ 4. Опредьленный интеграль. Новая интерпретацы качальной 
функщи и ея производной при нЬкоторыхъ усповяхъ устанавли- 
заетъ эквивалентность геометрической задачи вычислешя площадей 
и аналитической опредфлешя первообразной функши. Изъ этой 
эквивалентности мы и можемъ почерпнуть указан!е на прямой спо- 
<объ опредбиешя первообразной функщи по дакной ея производной. 

Фунищя будетъ опредЬлена, если указанъ способъ вычисленя 
значенй ея, соотвфтствующихь тому или другому значеню аргу- 
мента. Предыдущая интерпретащя и указываетъ такой способъ. 

‘Пусть намъ дана непрерывная функц /{2). Графика этой. 
фунющи прадставляеть нфкоторую непрерывную линю (черт. 205). 
Будемъ предполагать, что въ инте- 
рвалЪ (а, х) данная функщя поло- 
жительна, т.-е. соотвьтствующая 
кривая лежитъ надъ осью абсциссъ, 

Если бы кривая пересфкала ось 
абсциссъ, то мы прибавили бы къ 
данной функцщи достаточной вели- 
чины постоянное, т.-е, вифсто функ- 
ши (2) разсматривали бы функщю 
=) А, графика которой уже не 
пересфиала бы оси абсциссъ. Найдя 
первообразную фуняшю измёненной функши Кара, легко найти 
потомъ и первообразную функШю данной. 

Площадь, ограниченная этой кривой, осью абсцяссь и двумя 
<ординатами, изъ которыхъ одна соотвьтствуетъ постоянной абсцис- 
<Ъ а, а другая перенфнной абсциссф х, какь мы видфли, будеть 
функщей перемфнной абсциссы Ф(л) и производная этой функши 
равна данной функщи; 


$ =. 


Вычислить значее этой функщи $Ф(2} для какого-либо значеня 
аргумента, напр. х==Ь, значитъ вычислить площадь, ограниченную 
трафихой кривой у—=(х), осью абсциссь м двумя ордиватами, соот- 
эЪтствующимя, первая— абсцисс а, а вторая--абсциссЪ 6 (черт. 205). 
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Непрерывная функшя /(2) въ замкнутомъ интервалЪ (аб) имъетъ. 
наибольшее и наименьшее значеше (стр. 288). Пусть первое равно 
М, а второе. т. Въ такомъ случаЪ ясно, что 


в <Фщ<м6-а), 


ибо входяшя въ эти неравенства величины суть площади, построен- 
ныя на одномъ и томъ же основан!и: первая составляеть часть 
второй, измфряемой, которая въ свою очередь является частью по- 
слёдней, ° 

Раздлимъ теперь интервалъ (8) на меньше д, 0,, 9.,..., д», 
т.-е. вставимъ между числами @ и 6 какой-либо рядъ промежуточ- 
выхъ чиселъ $, &, &,,...., В: 


а<н<ь<ь<... Зы <ь. 


=, бщеынь,..., яеб- и. 


Я=н— 


Въ каждомъ изъ этихь интерваповъ данная (непрерывная) функ- 
ця К»х) имфетъ по крайней мЪрЬ одно значеше наименьшее изъ 
зсьхь значенй въ этомъ интервал и одно наибольшее (стр. 288), 
первое обозначимъ черезъ 7;, а второе черезъ М,, гдЪ индексъ 
указызаеть, къ какому интервалу относятся эти числа. При любомъ 
значени указателя $ т, больше или равно и; а М, меньше или 
равно М; 


и М5М. а) 


Строимъ теперь на полученныхъ интервалахъ 6,, 9,,..., 6» два 
рода прямоугольниковъ: одни съ высотами в, друге съ высотами №. 
Площади фигуръ, изъ которыхъ одна составлена изъ прямоуголь- 
никовъ съ наименьшими высотами (т,}, а другая изъ прямоуголь- 
никовъ съ наибольшими высотами (М;), опредфляются слъдующими 
суммами, которыя обозначимъ черезъ в» и бн: 


вит Р.Р ты би; би = ММ, +... Мб. 


Площади прямоугольниковъ съ наименьшими высотами (т,) лежатъ. 
внутри измфряемой площади Ф(Ф), будуть входящими и потому 
зъ сумм образують площадь меньшую измфряемой, а площади 
прямоугольниковъ съ наибольшими высотами будуть выходящими 
и образують въ суммь очевидно площадь большую, чЪмъ $Ф() 
(черт. 205): 

ФФ < $. 
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Согпасно смыслу обозначеня 3, =—т (6— а), а 8 = М5 — а), 
а на основащи сботношен!й (1)’ иифемъ 


я5, 858. ® 


Число интерваповъ мы можемъ увеличивать, подраздьляя ка- 
ждый изъ интерваловь 4, (&==1, 2, 3,... и) на подъинтервалы. 
Каждый изъ интерваловъ 8, по отношеню къ составляющимъ его 
подъинтерваламъ играеть такую же роль, какъь цфлый интервалъ 
(25) по отношенво къ интерваламъ $, и потому построенныя сум- 
МЫ 8 и В» для этого новаго разМен!я, составленныя изъ суммъ 
3, и 5» замфной слагаемыхь первой числами большими или по 
крайней мЪр& не меньшими, а второй числами меньшими ипи 
по крайней мьр® не большими, находятся къ этимъ суммам въ 
слёдующихь соотношеняхь: 


555 и 6,38, щи м>з. ) 


Продолжимъ этотъ процессъ увеличеня числа интерваловъ 9, такъ, 
чтобы наиболыш изъ нихъ $ стремился къ нулю. Суммы 3, и В» 
измфняются при этомъ монотонно *), а разность между ними мо- 
жетъ быть сдьлана сколь угодно малой. ДЪйствительно, 


фиат... 6-ти; 


но разсматриваемая функшя Кх) непрерывна и при достаточно ма- 
лыхъ значеняхь 6, 6,,...., 8» разность какихъ-либо значешй ея, 


а стапо быть и значенй М, и т, т.е. колебаше функщи въ раз- 


сматриваемыхь интервалахъ ‘будеть меньше любого даннаго нале- 
& 


редъ, сколь угодно малаго, положительнаго числа, напр. 


м -т< ‚ Мм <; .‚ Ма — № < 
Сльдовательно, 
5н—м <; 91-5...) или 5-е, 


ибо 
а+а+...+4=% 


э-ы-ы +... Ее =5- 


*) Сумма б» уменьшается съ увеличешемъ указателя п или по крайней 
мЪрь не увеличивается, а и увеличивается или по крайней мфрЬ не умель- 
шается, Такое измьнене перемфннаго числа называется монотоннымъ, 
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Такимъ образомъ сумма входящихь прямоугольниковъ 3» и сумма 
‘выходящихь 5, въ увазанномь процесс стремятся къ одному и 
тому же предфлу. Но постоянная величина измфряемой площади 
$) заключена между 8, н в». СлЬдовательно, 5,— (5) и Ф(6)—3» 
также безконечно малы, а потому Ф(Ь) будетъ общимъ предфпомт 
суммъ Я» и 5: 


Вт 5. =.Ф( # ть=Фо. - 


Отсюда спЪдуеть, что числа в, и 8, суть прибдижённыя значены 
‘измьряемой площади $(8)--одно съ недостаткомъ, другое съ избыт- 
комъ; 'Вычисляя суммы 3» й б„ мы ТЬмъ самымъ можемъ вычис- 
лить съ любою степенью точности приближенныя значешя Ф(®). 
`Такймъ образомъ можно считать лервообразную функщю Ф(2) 
опредфленной аналитически, такъ какъ любое ея значеше можно 
вычислить съ ‘любою степенью точности. 
Для цьлей вычисленя видъ суммъ 5, и 8» 


вит +... Рыб, 
= м, М, +... --Мавь, 


не вполнЪ удобенъ: не удобенъ въ томъ имёнко отношеши, что для 
хаждаго интервале приходится опредфлять наименьшее и наиболь- 
шее значеше функщи /(х). Неудобство такого вычиспеныя можно 
устранить слЪдующимъ образомъ. Въ каждомъ изъ интерваловъ 4, 
возьмемь промежуточное или равное пограничному значеше аргу- 


мента т: 
вазнзн @=1,2,.  пуъна, ыЕЫ 


и составимъ сумму площадей: прямоугольниковтъ, построенныхъ на 
-тьхь же интервалахъ д, 9,,:.:, 6, какъ основашяхь и имвющихъ 
высотами значеня функши {(2) при с ==т,; 1,,..., Ти: 


= 
Пед а ЕР... 66) Гар. в. 
= 
= 
Символь Х читается: сумма оть $=1 до ф-==" и означаетъ 
с ка 
сумму слагаемыхъ вида (+) 9» при чемъ‘индексь $ при суммиро- 
ван принимаеть значеня 1, 2,....., и. 


Такъ какъ въ интерваль д; наименьшее‘ значеше фунющи /() 
равно т, а наибольшее М, то 


"Ем @ 


1,2,3,..:, п) 
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Поэтому 


з,5 > 12)8.5 5». 
ре 


Но суммы 5, и 9», стремятся по доказанному къ оцному предфлу. 
Слфдовательно, и сумма, заключенная между ними или разная одной 
изъ нихъ, стремится къ тому же предьлу, т.е. къ ФВ): 


вы 8-95, 
= 


Можно и это выражеше еще боле упростить, пользуясь про- 
изволомъ выбора интерваловъ $; и значенй аргумента т, Именно 
будемъ считать всф интервалы 4; равными и обозначимъ каждый 
изъ нахъ черезъ 44, а т, примемь равнымъ тому или другому по- 
граничному значеню аргумента того интервала, въ ноторомъ за- 
ключено значенше т; 


а „= 4; 


а, АН, -. у ти; ии ПЕЫ, а... тн 


Въ такомъ случав будемъ инфть: 


ма 
и 4+, Фы= т +. 
Фр -в 2 п, мо Фы- 2% : 


Геометрическое значене каждой изъ этихъ суммъ до перехода къ 
предьлу представлено на чертежь (206). Каждое слагаемое той или 
другой суммы представляетъ площадь 
элементарнаго прямоугольника съ осно- 
вашемъ 4 и высотой Кё). При стре- 
млени 4 къ нулю каждое слагаемое 
будеть безконечно мапымъ, а число 
ихь безконечно увеличивается. Такимъ 
образомъ нахождение значенй функщи 
Ф(2), имвющей данную производную. 
сводится нь безконечному про- 
цессу: къ суммированго безконечно-большого числа безконечно- 
малыхъ слагаемыхъ опредленнаго вида. При этомъ процессь мы 
изъ частей составляемъ цфлое; отсюда и назваше этого процесев— 
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питегрироване (патинское слово п1едег—цфлый), а назване. полу- 
ченнаго результата—интегралъ или полнфе—опредъленный 
интегралъ. й 
Подобно тому, какь операшя нахождешя производной Нт р 
Дх=0 
: 4 
замфняется сокращеннымь ея обозначещемъ о, въ которомъ гре- 
ческое начертане (4) первой буквы спова ЧНегепИа замьняется ла- 
тинскимъ (4) и опускается символъ послфдней операци фи ‚‘такъ 
Аз=0. 
и въ обозначеши операщи нахожденя интеграла, иначе — операщи 


интегрированя Фи 3 {4 замфияють греческое начерташе 
= 


(> сигма) первой буквы слова зипипа латинскимъ начертанемъ $ 
(нсколько вытянутая буква 8), приращеще 4# занфняется диффе- 
ренщаломь 4, чтобы показать, что 4 стремится къ нулю; при 
этомъ опускаютъ #т и указатель у # [К#)]. чтобы показать, что 


ие 


при суммироваШи значеше # переходить въ безконечно близкое, 
мфняясь отЪ @ до Ё: & будеть перемьннымъ суммированы; 
вмЪсто указавя предЪловъ измёненя указателя 1, отмфчаютъ 
низу и вверху символа { предфлы измфневя аргумента # при 
суммировани, т.е. аи В. ° 


: интеграль оть а де В [ (6) 4. 


Въ знакахь лЪвой части предыдлущаго равенства описана вполнЬ 
сперащя интегрирован!я; въ знакахъ правой части имЪется намекъ, 
что результать полученъ изъ суммы, подобно тому какъ въ обозна- 
чеши производной по Лейбницу Е мы имфемъ намекъ, что произ- 
водная получена изъ отношеня ‘приращенй функщи и аргумента. 

Давая различныя значен/я верхнему предЪлу опред®леннаго инте- 
трала, мы будемъ получать различныя значеня первообразной функ- 
ши Ф(+), которую можно опредьлить телерь какъ опредЪленный 
интеграль съ перемфннымъ верхнимъ предфломъ: - 


Ф(=) о а. 


Верхн!й предъль интеграла, т,-е. х мы должны считать пе- 
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`емъннымъ лишь послЬ выполненя операщи суммировашя и. пе- 
рехода къ предьлу, и это главное перемфнное х существенно отли- 
чается отъ перемфинаго суммировашя или интегрирован, т.-е. 
атъ & 

Интегралъ $. ЧЁ будеть функшей верхыяго предёла 2, иман- 
но искомой первообразной функщей Ф (я); производияя ея равна 
подъинтегральной фуниши (конечно съ замфной перемфннаго 
<умиироваНя главнымъ перемвннымъ), т.-е. данной функщи Аз): 


о - [0 Фы-иа. 


Перемфнное интегрирован, т.-е. $ можно замЪнить въ обозначены 
интеграла иной буквой, смысль и результать опереши оть этого 
не измьняется: 


Ф®- [о #= ло &- Гло& =... 


Можно даже перемьнное интегрирован я обозначить тою же буквою, 
какъ и главное перемьнное, т.-е. верхн!й предфяъ; но при этомъ 
нужно различать существенную разницу того и другого: 


Ф®= [5 а. 


Пусть, напр., главное перемфнное получаетъ опредфленное ....._ 
вое значеше $ (х==5). Въ такомъ спучав изъ предыдущаго равен- 
ства соотвётствующее значеше первообразной функщи, т-е. $ (5) 
опредвляется такъ: В 
Ф® = [ а. 
а 


Значеше 5 подставляется вмфсто х, но х, обозначающего гпавное 
перемфнное, а не перамфнное интегрирован. 


$ 5. Неопредёленный нитегралъ. Зная одлу функшю $ (2), имфю- 
щую данную производную /(=2), мы можемъ найти всё друмя функ- 
ни, имвющя ту же производную, прибавизъ къ Ф(х) произволь- 
ное постоянное: 


хф=Фа)440= { Ки «О, 
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(=), содержа неопредфленное, произвольное постоянное (, назы- 
вается неопредЪленнымъ интеграломъ, 

Неопредьленный интеграль представляетъ общее рфшене по- 
ставленной задачи нахождешя первообразной функши, имъющей 
данную функшю /(%} своей производной, а функщя Ф (2), т.-е. опре- 
дЬленный интегралъ, какъ функшя верхняго предфла, представляеть 
только частное рьшене поставленной задачи. Дия составлешя 
общаго рышешя можно было бы взять любое частное рышеше, 
найденное подобнымъ же способомъ, т.-е. путемъ суммированя и 
перехода къ предфлу иначе-—-интегрированя, измфняя, напримфръ, 
‘нижнй предёлъ. Такимъ образомъ будемъ имЪть: 


„ 
ЕЫ-Ф®-С, Фе - ['^э в, 
то-ве+а, © в=[ Ге) @=, 


Е,= вс, в = ["^5 в, 
а 


тдЬ частныя рышешя Ф(2), Ф,(%), Ф,(2) ит. д. составлены ука- 
заннымъ способомъ, а ©, (\, `С.,... произвольныя постоянныя. 
Произволъ въ выборЪ нижняго предфла, произволъ, насколько онъ 
допускается свойствомъ данной функши (2), можно отмфтить тЪыЪ, 
что опускаемъ нижшй предблъ. Но въ такомъ случаф опускаютъ и 
верхнй предфлъ, разумВя подъ нимъ аргумеятъ 2 и обозначая пере- 
миънное интегрироване тою же буквой, какъ и главное перемфнное: 


#= и 4210. 


Въ обозначеши интеграла ({(2)@т, которое по предыдущему озна- 
чаеть какое-нибудь (неопредёленное) рёшене, можно уже ра- 
зумфть включенныиъ произвольное постоянное (произволъ-—вЪ вы- 
боръ нижняго предфла), а потому можно опустить и произвольное 
постоянное (и подъ символомъ (1[(2)@х разумёть неопредёлен- 
ный интегралъ, т.-е, общее рёшеше поставленной задачи. 

На символъ {[(2) 42 можно смотрть также какъ на формупи- 
ровку самой задачи: найти функщ!ю, производная которой равняется 


ГЛАВА ТУ. НАЧАЛА ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНЯ, 359 


данной подъинтегральной функщи {(2), или иначе найти функцию, 
дифференщапь которой равенъ {(2) 4. Какимъ бы способомъ ни 
была рышена эта задача, результать рёшемя мы будемъ называть 
интеграпомъ, а рышена она можеть быть въ нёкоторыхъ слу- 
чаяхъ не только суммироващемъ безконечно малыхъ слагаемыхь и 
переходомъ къ предфлу, а также путемъ обращешя формуль диф- 
ференщальнаго исчислешя, какъ объ этомъ говорилось при поста- 
новкЪ задачи интегральнаго исчислен|я, или задачи обратной зада- 
чь дифференщальнаго исчислены (8 2). Пусть; напр., дана функщя 
=”, при чемъ я 52 — 1. Первообразная фунищя Ф\(2), какъ мы ви- 
ДЬли, должна равняться степени же съ показателемъ на единицу 
большимъ, дЬленной на новаго показателя: 


Фе. 


Дьйствительно, дифференцируя 92) мы получимъ данную функцию: 


@+1” 


Е. 


За этой операшей, помощью которой мы здёсь нашли перво- 
образную функщю, сохраняется назване интегрирован}я и ра- 
зультать операщи будемъ называть интеграломъ, хотя въ ней 
и не было рчи о составлени цЪфлаго изъ безконечно-малыхъ 
частей. Сохраняется за ней и обозначен! интеграла, { {;чтта), хотя 
въ ней и не было явно суммированя. Такимъ образомъ предыду- 
щую задачу нахождешя первообразной фунищи степени мы можемъ 
обозначить и написать общее. ея рышеше въ слфдующемъ видь: 


гдЪ С произвольное постоянное. Лфвую часть этого равенства 
можно читать такъ: „взять интегралъ“ или „взять неопредёленный 
интеграль“ ипи просто „интегралъ отъ 2*4х“. Описанная операщя 
носить назване неопредфленнаго интегрированя. 

Смысль символа {, установленный прежнимъ способомъ, тре- 
буеть, чтобы этоть символ и въ неопредфленномъ интеграл ста- 
вился не просто передь данной производной, а передъ даннымъ 
дифференц!аломтъ, т.-е. передь произведемемъ данной про- 
изводной на дифференщалъ аргумента. 
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Знаки дифференцированя и интегрированя, какъ спфдуетъ изъ 
ихьъ опредфлешя, связаны слфдующими соотношенями: 


Во я х [бе -нючо. 


Разсмотримь въ слдующижь примфрахь примънене обоихь 
способовъ нахожден]я первообразной функщи по данной производной. 

Примьрь 1. Найти первообразную функщю, производная которой равна 
2, иначе—взять интеграль / ах. 

а) Примфняя предыдущую формулу, выведенную для общаго случая, по- 
лучимъ 


Ь) Чтобы найти общее рышеше поставленной задачи другимъ способомъ, 
достаточно найти опредфленный интегралъ, верхый предёлъ котораго равен &, 


« вижнЫ какой угодно, вапр, 0: {’43, и прибавить лотомъ произволь- 
» 


ное постоянное, 

Геометрически вычислене этого опредёленьаго интеграла сводится къ опре- 
дьленио площади Ф(з), ограниченной осью абоциссь, лищей данной уравне- 
щемъ узьх, нёкоторой начальной ордииатой и 
орцинатой, соотнЪтотвующей какому-нибудь змаче- 
нию аргумента 2. 

Уравнеше у = х представляеть прямую, прозо- 
дящую через начало координать и дЪлящую коор- 
динатный уголь пополам, такъ какъ орднната лю- 
бой ея точки равна ея абсцисс® (черт. 207). 

Такимъ образомъ задача сводится къ опред- 
пеню площади треугольника ОВА съ основанемъ 
ОВ и высотой ВА = у или, такъ канъ уз, 
съ высотой ВА =. Благодаря простот этой фи- 
туры намъ ве приходится обращаться къ суммиронанро и переходу къ предфлу; 
элементарная геометря даеть готовую формулу для вычислен!я этой плошади: 


Танимъ образомъ, и этогь способъ, канъ и спьдевало, конечно, ожидать, даетъ 
то же аналитическое выражен{е для искомой первообразной функци: 


ие -Фыу+с, 


ГЛАВА 1. НАЧАЛА ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ, 361 


[2 


Примфръ 2. | 2242 = (ат 
2) По формул (1) 
—о п 
[2 ро 30. 


или 


Ъ) Уравнене у =4? представляеть параболу (черт. 206). Ф (2) = (‘ай 4е 
ый 


предетавляеть лошадь ОММ. Элементарная гео- 
метыя не даеть’ соотвьтствующей формулы для 
этого случая, как въ принфрь 1, и потому мы 
должны обратиться въ первоначальному опредь- 
лению интеграла; 


Вы Де --... н); Черт. 208, 


или 


Фа) = Вт —> а дет дей... а). 


= 


Можно вычислить съ любою стеленью точности значеше Ф(») для всяжаго зма- 


чемя аргумента. Нар, при # == 1, полагая Аш чт тр иля я = 10, будемь имть 


для Ф(1) слвдующы приближенныя значения: 


Ы 
Феи...) вая ФИ) ее... 
Но 
' щ-0, м 01, 402, ... аю=1. 
Сльдоватерьно, 


Фо би... 098, или Фо оо... 
90-5. 286 — 0.285, или Ф0- 1. 3850185. 


0,285 и 0.385 и будуть приближенными значешями Ф(Т) или геометричесяи— 
площади 'ОМ,М, ‚ одно съ недостатномь, другое съ избытконт, 
Примфръ 3. Найти первообразную функцю, производная которой равня- 
Чт 
рол ыы 1, моно ть ель |. 
1% формулы дифференц!альнаго исянелен! я, которыми мы рас- 
попагаемъ въ данный моменть, не даютъ намъ возможности найти искомую 
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функцью по первому слособу, слособу неопредьленнаго интегрирован; нашь за- 
пась формуль дифференщальнаго исчисления ограничен: мы можем отыскать 
пока лишь производныя рац!ональныхь функцИ, я среди этихь произнод- 
выхь ить данной фуннцы ь 
Второй способъ даеть возможность вычисленя значений одной изъ иско- 
мыгь функшй Ф(х), представленной въ видЪ опредьленнаго интеграла, напр» 
“а 
©) | = 
.= 
Пусть, напр., требуется вычислить значен!е этого интеграла при & = 10: 


29 —-1 


4 = вы 2 Еве 4. (2+: +5 +. +53) 


17 нора 


№1111 за 
| эта +-.- 1677188. 


Разность между этими приближенными значешями равна 0,9. Сльдовательно, 
10 

252 и 3,92 отличаются оть точнаго значен!я интеграла } 2 -600), завлю- 
1 

чениаго между ними, меньше чфмъ на 0,9. 


$ 6. Основныя свойства опредфленныхь интеграловъ, 1. Если ниж- 


н и верхый предьлы равны, то интегралъ равенъ нулю: 


Го 


Ча 
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2. Если верхнй и нижыЙ предфлы опредфленнаго интеграла: пе- 
реставить, то интегралъь измёнитъ лишь свой знакъ: 


[о #--| "9 в. © 


Въ самомъ ДЬЛЬ, считая въ опредфляющихъ суммахъ интервалы 4;, 
$... д», равными, мы для перваго интеграла каждый изъ этихъ 
интерваловъ должны принять равнымъ "=, а для второго инте- 


а—ь ` 
‚ Т.-е. противоположнаго знака; значен!я функ- 


трала равнымъ 
ци {(=) для того и другого интеграла одинаковы. Слфдовательно, 
въ опредёляющихь суммахъ того и другого интеграла соотв®тствен- 
ныя слагаемый равны по абсолютной величин, но противоположны 
по знаку, а потому и суммы и ихъ предфлы равны по абсолютной 
величин, но противоположны по знаку. 

3. Если а, г, $-—три значешя аргумента, то должно имфть м®- 


сто сльдующее равенство; 


иэ в - №5 =+[пэ &. ® 


Если с заключено между аи В, т.-е. если а=зе-=В (или а>е>5), 
то, составляя: опредфляющы суммы для интервала сть а оси 


переходя къ предёлу, получимъ о 9х; суммируя въ интервал 


оть с до В, получимъ интегралъ ф га ах. Складывая эти суммы 
до перехода къ предфлу, мы попучимъ опредфцяющую сумму для всего 
интервала отъ & до $, т.-е. въ предъдь интегралъ $ {И ат. Слв- 
довательно, 


о а =(лэ + фиэ а. 


Если с не заключено между @ и Ъ, если, напр, а << с, то по 
предыдущему мы должиы имфть 


[ло [№ + [1 22. 


Но по второму свойству имфемъ 


[о = - [э &. 
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Поэтому 

р й ь 

{пола | ды, 


откуда. 
га = 
[ое - [ле в лы а. ® 


4. Если въ интервал ($ — а) подъинтегральная функшя /(2) 
иметь наибольшее значене М и наименьшее т, то 


но-< [№&< мод. [6 


Это предположене мы уже отмЬчали при самомъ установлени 
понят)я опредфленнаго интеграна (8 4), 


Изъ неравенствъ (5) вытекаеть 


ия 4 =в— а), 


ТДЬ и нкоторое число, заключенное между т и М: 
т<вхи. 


Но данная функшя /(@) непрерывна, непрерывна и функция 
1® — в. Пусть [(®) принимаетъ наименьшее значене т при #=1,, 
а наибольшее при х=х,: 


тет, ы И. 


ВЪ такомъ случа функщя (2) при 2==2, принимаеть отри- 
цательное значеше т— м (т-< и), а при х-=1, положительное 
значеше М— и (Ми). Сльдовательно, при нЫкоторомъ проме- 
жуточномъ значени &, которое очевидно заключено и между а и $, 
фунющя / (2) —и обращается въ нуль (стр. 291): 


9 -в=0, 
откуда 


= и [иэ 9#=6-8®. 
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Это свойство опредъленнаго интеграла означаетъ, что на кривой“ 
у-—/(@) есть такая точка С, что измёряемая опредьленнымт инте- 
траломъ ‘. {(2)4= площадь А,АСВВ, (черт. 209) равновелика 
площади прямоугольника А,РФВ, съ основанемъ, равнымъ $ —& 
и высотою, равною ординат нФкоторой точки 
С. лежащей на кривой между Ди В. 


Разсмотримъ еще два свойства опредфлен- 
ныхъ интеграловъ, 

5. Постоянный множитель подъинтеграль- 
ной функщи можно вынести за энакъ инте- 


грала: 
С - 
| ао ар а Г) де. Черт, 309, 


Въ самомъ дЬЛЪ, если подъинтегральная функшя содержитъ мно- 
жителемъ постоянное число, то каждое слагаемое той суммы, пре- 
дЬлъ которой и составляеть данный интегралъ, будетъ также со- 
держать его множителемъ; этотъ множитель можно вынести до 
перехода къ‘предфлу за знакъ суммы, а слЪдовательно и интеграла. 

6. Интеграль суммы нфсколькихъь слагаемыхъь разенъ сумм 
интеграловъ этихъ слагаемыхъ: 


в - 
| ео-ь лоу — прове | ибо | 


Въ самомъ дЬл», 


8 = 
(лол вела ие > АВА ву. 


та го т 


До перехода къ предфлу слагаемыя послфдней суммы можно пере- 
ставить и соотьётственной группировкой можно данную сумму раз- 
бить на три суммы: 
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Такимъ образомъ въ предёль получим 
$ 7. Два общихь правила неопредъленнаго интегрированйя. Правило: 
вынесешя постояннаго множителя за знакъ интеграла и правило 


интегрированя суммы можно отнести и кь неопредфленнымъ инте- 
граламъ, такъ какъ, полагая верхний предфлъ независимымъ пере- 


в в 


м её 8 
О--Ь®- Бо = | пб 44| мое 5 4. 


мьннымъ, а нижнИ неопредёленнымь, мы и получимъ изъ опре- 
дЪленнаго интёграла нвопредЪфленный, прибавляя или разум8я при- 
бавленными въ обфихъ частяхъ равенствъ соотвфтствующЕя произ- 
вольныя постоянвыя и опуская обозначешя предфловъ. Такимъ 
образомъ будемъ имёть: 


1. } ооо та [де 

а, [аФеью-—я сода = [ибувоч [вв [| (2). 

Дъйствительно, дифференцируя по общимъ правиламь 06% части 

равенства 1 или 2 и опираясь на соотнотеня знаковъ производ- 

ной и интеграла ($ 5), мы получимъ въ томъ или другомъ случа%. 

производныя одинаковыя: 

1. & фа =а К) и доб ей р [Повеа о, 
4 > . А 

2 а лочлю-веде-пы--лю-л О. 


2 реумеч [ввуа- [ие ] = 


. р . 
ее д по -рОы®-1 9. 


Правила | и 2 даютъ возможность свести интегрироване любой 
цьлой ращональной функщи къ интегрировано степеви. 


Приянфры: 


1. мине за (яв уве. 


а | в ий и ш=6. 0. 


“ 
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$ 8. Вычислене опредленнаго интеграла помощью ` неспредьлен- 
наго интегрированя. Основное. предложене интегральнаго исчисления, 
Задача нахождешя первообразной функши по существу требуетъ 
безконечнаго процесса, что прямо и указывается въ самомъ опредё- 
лени интеграла, какъ предъла суммы безковечно большого числа 
безконечно малыхъ слагаемыхъ; извъстнымъ образомъ составлен- 
ныхъ изъ данной функщи: 


а 
За ;} 4: в 4х 
Н Би =, тдё я 


[ля а 


Но та же задача, какъь мы видёли, можетъ быть рЬшена и инымъ 
путемъ- неопредьленнымъ интегрированемъ. При неспредфленнонъ 
интегрироваши мы стараемся угадать первообразную функцию пу- 
темъ обращешя формуль дифференщеальнаго исчисленя подобно 
тому, какъ результаты дьленя чисель можно угадать, обращая 
‘таблицу умноженя. Въ. это угадываше можно, какъ увидимъ по- 
томъ, ввести планом®рность, установить для’него нЪкоторые обще 
‘премы, которые являются въ концЪ концовъ обращенемъ ‘формулъ 
дифференщельнаго исчисленя, обращешемъ тфхъ операщй, помощью 
которыхъ для данной функши мы искали ея производную. Но на- 
хождене производной по самому опредфленно требуетъ также без- 


_ 4у 
конечнаго процесса: йт 2 
4. 
о 


Такимъ образомъ, и неопредфленное интегрирован!е соприкасается 
СЪ безконечнымъ процессомъ, но онъ уже выполнен въ обратной 
задачЪ дифференцированя, а при неопредфленнемъ интегрирования 
мы только ищемъ среди результатовъ дифференцирования, среди ре- 
зультатовъ этого безконечнаго процесса ту функцию, которая намъ 
дана, и если ее нашли, то та функц, отъ которой данная функшя 
дифференцировашемь получена какъ производная, и будетъ искомой 
первообразной функщей. Возможно, конечно, что среди результатовъ 
дифферевцировашй и нельзя найти данной функши, Въ такомъ 
спучаф неопредфленное интегрироване и не приведетъ къ рышентюо 
поставленной задачи. Но если неопредъленнымъ интегрировашемъ 
намъ удалось найти первообразную функцию, те естественно ожи- 
дать, что и при вычислен!и опредфленнаго интеграла мы мо- 
жемъ избавиться отъ ‘выполнемя безконечнаго процесса, требуемаго 
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его опредълешемъ: 


а 


[лев Вт Зе 4=. 
ы "= 5 


Въ самомъ дЬлЬ, пусть Р(е) одна изъ первообразныхь функщй, 
найденная неопредёленнымъ интегрировашемъ: 


[ое воо: Ее) = 1). 


Здьсь С произвольное постоянное. Интеграл 


= 


в на 
| и - 2, Ро Ы 


тоже одна изъ первообразныхь функщй и потому отличается отъ 
Е) (стр. 342) на нёкоторое опредфленное постоянное (.. 


ое в. ® 
= 
Злдьсь С, не произвольное, но уже нёкоторое опредъленное 
постоянное, которое нужно подобрать. 
Опредёленный интегралъ, если верхнй предёлъ его равенъ 
нижнему, обращается въ нуль (8 6): 
{ еда = 0, 


Поэтому и правая часть равенства (1), т.е. Е()-- С, допжна 
при х=@ чбращаться въ нуль: 


Е) 6-0. 
Отсюда находим 
ы би =—Е (а), 
и, сльдовательно, . 
оч Ри-Е®. 8) 
« 


Полагая верявЙ предфиъ равнымъ 6, будемъ имфть 
и 
] Га = Р®)— ЕР). | ®) 


Разноёть двухъ значенй фунищи обозначается символически такимъ 
образомъ: 


20 —Р@) =[Ро ]. 
. 1 
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Формулы (2) и (2') можно поэтому представить въ сл®дующемъ 


вядЬ: 
Гы 4 = [6 Т, [к в = [2% ]. 


Такимъ образомъ мы пришли къ основному предложению нитеграль- 
наго исчисленя: 

Опредьленный интегралъ равенъ разности значе- 
н|й первообразной функц!и при веркнемъ и ниж- 
немъ предфлахъ. 

Это предложеше сводить вычислеше опредёленныхь интегра- 
ловъ къ неопредьленному интегрирован. ^^ 

Примфръ 1. Пусть данная функшя /@) = 28. Найти первообразную 
функццо и опредфлить площадь Фигуры, ограниченной кривой у==2й, осью 
абсцисс и ординатой, соотвфтегвующей абоциссь == 1. По общей формуль 
(стр. 359) для интеграла степени имфемъ ` 


[== о. 


Сльдовательно, одна изъ перзообразныхь функци будеть (и) = 3; Кривая, 


представляемая уравненень у = 271, парабола (черт. 208). 


‚ : 
пл. ду | аа = [№ =1. 
5 3 3 


Въ прниърь 285 мы, исходя изъ опредблешя опредфленнаго интеграла, вы- 
зисинли приближенныя значеяя этой площади 0,285 и 0,385: 


у 


0,285 < < 0385. 


Примфръ 2. Вычислить площадь МММ, М, 
{черт. 210), ограниченную кривой у — 48, осью абсциссъ 
и двумя ординатами, изъ которыхь одна соотвьтствуеть 
1, а другая абециесь 2 =2. 


абсцисс х 
_ о 

Рьшен!е. Пи. МАМ, У, =} лаг. 
1 

Не 


Сльдовалельно, 


ал. МУМ,М, = 
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Примфрь 3 Вычислить площадь О4М (черт. 190, стр. 326), ограни- 
ченную кривой 
У = Ода — би 15, 


осью абсцисс и ординатой, соотвЪтетвующей абсциссь 2 
Ръшен!е. 


В 
Плош. Ам — | “олза — Оля 1,52) 42. 
“5 


Но интегралъ суммы рапенъ сумнЪ интегралонъ: 


1 й й 1 
} {Одзй — Ода 6 бе) = { ОДаз 42 — | ох 2 + | 1.524. 
. . 


` С “° 


Постоянный множитель подъннтегральной фунвщи можно вынести за знакъ 
интеграла: 

ыа а 
| эзаз +- 15 | ва = 
Вл {в 


эт 9 
= |-® 5]. 


1 1 1 
5-99-45; 


„а 
лл, ОАМ =01 | 23 ат — 0,9 
‘ 


= 0,025 — 0,3 +-0,75 = 0,475 ка. ед. 


8 9. Доназательство существованя интеграла и первообразиой функ- 
ци независимо оть геометрическихь интерпретащй. Исходя изъ второй 
интерпреташи начальной или первообразной функши и производной 
(8 3), мы свели вычислене значенй первообразной функщи иъ 
вычислешю площадей, опредъленнымъ образомъ ограниченныхь и 
пришли такимъ образомъ къ понятю опредёленнаго интеграла какъ 
предфла суммы безконечно малыхъ спагаемыхъ вида {гд6; 


| 


5 


ТО = ит > Ге 9. 


Но можно доказать существоване разсматриваемаго предла неза- 
вясимо отъ геометрическихь интерпретацщ!, доказать, что суммы 
81 и бь т.е, 

— Уж а 9, =5М, 4, 
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‘стремятся при нфкоторыхъ услошяхъ, налагаемыкъ на функщю /(2)» 
къ одному и тому же предълу при всякомъ закоиф разбеня ин- 
тервала (а) на подъинтервалы 4, если наибольшй изъ этихъ 
подъинтерваловъ $ стремится къ нулю. ДЬйствительно, если про- 
цессъ увеличешя числа интерваловъ $; совершается по тому же 
закону, кКакъ мы разсматривали раньше, т.-е. начельный интервалъ 
разбивается на интервалы д, каждый изъ этихъ интерваловъ раз- 
бивается снова на подъинтервалы 4’ ит. д. то по т&мъ же осно- 
защямъ (не связаннымъ съ геометрическими интерпретацми), какъ 
и раньше заключаемъ, что, во-первыхъ, в, = 8, и, во-вторыхъ, з„ 
лри увепичени числа дленй п увеличивается, а &„ уменьшается: 


Я абы в 58, щи иЪь. 


Если резность 8»-—„ можеть быть сдфлана при безграничномъ 
уменьшени 6 и оставаться далёе сколь угодно малой, т..е. 


бы, = (фра <, 


То зн и 8, стремятся къ одному и тому же предЪлу. 
При непрёрывности данной функШи такъ и будет, ибо, какъ 
мы видфли {5 4), при достаточно маломъ 6 


Мрт реь (=12,3,..., =>. 


бозначимъ этоть общй предёлъ 5, и 8, черезь Г 


тт в, бт 1. 


Теперь покажемъ, что не только при указанномъ закон разб!еня, 
при которомъ дьлящ я интервалъ (4$) точки остаются дълящими 
и для-всьхь послъдующихь разбенй, но и при всякомъ иномъ 
законь соотвтствующя суммы 5', и 5', стремятся къ тому же пре- 
дДЬлу Г, если только наибольшй изъ интерваловъ 6 стремится къ 
нулю. 

Дъйствительно, пусть точки, дълящя интерватъ (25) на м дЪ- 
ленй, и точки, длячфя на р, соединены въ одну группу и даютъ 
размеше интервала аб на интервалы, совокупность которыкъ обо- 
звачимъ черезъ (м, р), а соотвфтствуюцщия суммы обозначимъ черезЪ 


5Иьри 5“„». Эти суммы являются посльдующими суммами по пер- 
+ 
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воначальному закону акъ по отношеню къ суммамъ 5» и 5», такъ, 
и по отношению къ суммамъ з'„, 5'». СлЪдовательно, 


№ Зо и бб, 
Ни и 5,5. 
Но 8", < 5", и потому 
бр < бб но, < 5", в, 
г п <, 


Эти соотношен!я справедливы при всякомъ я и р. Переходя къ 
предфлу, оставляя р какимъ-нибудь постояннымъ, а ® безгранично. 
увеличивающимся (вслЬяств!е безграничнаго уменьшен $), получимъ. 


откуда 


2) Зт 5, и 1ты355 


откуда при всякомъ значеви р имфемъ: 
=, 5138,. 


Но разность 5',—', по тЬмъ же основанымъ, какъ и разность. 
5.—8»„ можеть быть сдЪлана’ сколь угодно малой, ТЪмЪ боле 
разности 1—3', и 5,—Г могуть быть сдьланы меньше любого. 
напередъ даннаго положительнаго числа г 


. Тя, <е и 9,14, 


т.-е. 
т рН 5 


Сльдовательно при всякомъ законь разбеня интервала (4$), если 
наибольшй интервалъ 6 стремится къ нулю, суммы в», Я» 5», 5'» 
имфють одинъ и тоть же предьлъ; къ тому же предфлу стремятся 
и суммы, заключенныя между 3, и Дб» или 5'› и 5», т.е. суще- 
ствуеть интегралъ данной непрерывной функши въ разсматри- 


ваемомъ интерваль (26): 

" ит 
= Угар, =вв Угра = 
И о 


Вт 3, т 5 


? 


6 
№8 № Гада; = [ро 
ыа . 


Указанный процессъ составленя суммъ приводитъ такимЪ обра- 
зомъ, независимо отъ геометрической интерпреташи, къ’ опредЪ- 
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ленному чиспу, интегралу данной функщи иесли верхёйй предфлъь нитё- 
трала мёняется, мЪняется и это число, т.-е. опредьленный интегралъ 
можно разсматривать какъ нкоторую функцию верхняго предъла: 


в [19 %. 
« 


Такое опредфлен!е интеграла, не связанное съ геометрическимъ зна- 
чешемъ первообразной функщи и ея производной (83), еще не озна- 
чаеть, что Ф(л) первообразная функшя, т.-е. что ея производная 
%Ф'(=) равна подъинтеграпьной функщи /(2); но можно доказать, 
основываясь на свойствахъ опредьленныхъ интёграловъ, незавнся- 
щихь отъ геометрическаго значеня интеграловъ, что 


Фш=и а), 


т.-е. что функшя $Ф(2) и есть первообразная фумишя для данной 
функши /К=). ДЪйствительно, по опредфлено имземъ 
Фит тео. 
Но Чо 
4-45 
Фе 48) = | Ге; 


«+4» „ 
Фед 960 = | 70а — [гоа. 


По второму и третьему свойству опредфленныхъ интеграловъ (8 6) 


инфемъ А, . 


924 0-Ф® = | + | тон = 


= о # + [ел = бо» . 


По четвертому свойству 


тов-е-+ 4 —9 Г = 47$), 7% {4$ е. 
. 
СльЬдовательно, 


Фо 4—0 = 418, ФЕВ 


7!) 


22-4) — 90) ще 
ЕЕ ви гб. 


Ф®= 
"Чего о 


374 ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ. Часть 1. 


Но /(2) непрерывная функшы, и потому 


ит Г) -Рт 9 =Р®, бт Е= 
Чо 
Такимь образомъ 
$ (®) =/@), 
что требовалось доказать. 


$(®) будетъ одной изъ первообразныхь функшЙ данной, а об- 
цимъ рёшешемъ задачи отысканя первообразной функши будетъ 
функщя $(2) | С. 

Данную функцю (2) мы брапи непрерывной. Но предфлъ суммы 
У) 9; можеть существовать при н®которыхъ, усло- 
ре 


в1яхъ и въ спучаь прерывной функши (=), именно если 
(м.п) ве, 


тдЬ подъ М; и и разумфются соотвфтствующИя интервалу 9; верх- 
няя и нижняя границы функши Ка). 

Такого рода функци называются интегрируемы ми: не- 
прерывная функщя интегрируема, но не всякая интегрируемая функ- 
щя непрерывна. 

УПРАЖНЕНТЯ. 


1. Неопредфленные интегралы: 


а. {= ое ° с. [®. + 
ь. {= аа 4 (еэ 4 
2, Опредфленные интегралы: 
а. аа. с. егаь. 
. ь 
ь. {ла-э. 4. [аа 


3. Вычислить площадь, ограниченную лищей уж 2х3, осью абециссь и 
двумя ординатами, изъ которыхъ одна соотвфтствуеть абсцисс% 0, другая 4. 

4. Построить графику фуннши у = — 21 -2--8 и вычислить площаль, 
ограниченную этой лишей и осью абсциссъ. ° 

5. Какое геометрическое значеще иметь интеграль (4 -- 224.3) 2 
— 243 въ 


$6. Опредфлить среднее значеше /(&) функши #2) 
интервал отъ-— 1 до 3 и опредфлить потомъ &. 


ГЛАВА \. 


ОСНОВНЫЯ ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЩАЛЬНАГО И ИНТЕГРАЛЬ- 
НАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 


$ 1. Дифференцироване функщи оть фувныи. Если перемнная 
величина у зависить отъ другой перемфиной и, являющейся функ- 
щей аргумента х, то первая называется функц:ей отъ функ- 
цти: ” 
У=Г, наф. 


Тахъ, напр., 
у=ом=, или учам, 118 изо, 


есть функщя отъ функши: у зависить оть м, а и есть зтх. 
Точно такъ же 


уу -ЕЕ, или 


есть функщя оть функщи. 

Пусть аргументь х получаеть приращене 45; функши ииу 
при этомъ также измфнятся, получивъ соотвтственныя приращеня 
Ди и Ду. Предпопагается, что функщи и=$(1) и у-— Ки) функши 
непрерывныя и каждая имфетъ производную по соотрётствующему 
перемнному. Пока 42 не безконечно малая величина, приращеня Аи 
и Ду также не будуть безконечно мапыми и будеть имфть мысто 
слЪдующее ариеметическое тождество: 

39 № 


4х Ан 


Переходя къ предфлу, т.-е. полагая 42 стремящимся къ нулю, по- 
лучимъ: 

т Мы Е: . 9 
Ако 48 Дуо Чи 4 
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Такъ какъ Аы стремится къ нулю одновременно съ Дх, то преды- 
дущее равенство можно представить въ слфдующемъ вид: 

вт 9 ыы ЧИ. тт 49 
р а о 


ипи 
ду _ 4 4 


бу, ак или 


7 аи 9’ 


ры... 


Такимъ образомъ при дифференцировани функщи отъ функщи ‘по 
независимому перемфнному. нужно взять ея производную по проме- 
жуточному перемфнному (м) ‘и умножить эту производную на про- 
изводную. промежуточнаго перемфннаго по независимому перемЪи- 
ному. 

Примфры, 1. у= (27-1). Обозвачимь 22--1 черезь в. Въ такомъ 
случаь 


4 _ ду а аи 4, 


у=м и ан = "Ч но Е - 
Сльдовательно, 


вл ее зай--и. 22 — 625 -|- 1253 + 6=. 


Тогь же результать получимъ, если предварительно вознедемъ двучлень 22 -|-1 
зъ кубъ, 


Можно образовать функШю отъ функши черезъ посредство нфсколь- 
кихЪ промежуточныхъ функщй. Напр., 


=Е`®), 70 и 0590, ши узЕ[Ц 9}. 


Подобно предыдущему изъ тождества, 


ду _ ду 4 4 


при непрерывности функций Ё, и и +, слЪдуеть: 


а 4 6 %_аЕ% ак) ат 
фт Шо оф” 
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$3 2. Производная степени съ дробнымъ и стрицательнымь поназа- 
телемь. Правило дифференцированя степени, выведенное для ць- 
лаго попожительнаго показателя (стр. 317), распространяется и на 
случай дробныхъь и отрицательныхъ показателей. 

Пусть. напр., 


я < 


тдьри 4 Нфлыя и положительныя числа. Требуется пока 
зать, что ` 


Воаведя обЪ части равенства (1) въ степень 4, получимъ: 
и =ЯР, 


ЛЪвая и правая части этого равенства представляютъ одну и ту 
же функцию аргумента 2: правая часть выражена непосредственно 
черезъ 2, а лфвая черезъ посредство у, т.е. представляеть функцю 
оть функц, именно—стелень У съ показателень 4, а у равняется 


данной функщи (1). 
`Производныя той и другой части равны между собой: 


20.9%). 

4 р 
Такъ какъ р и 4 цёлыя положитепьныя числа, то ту и другую 
часть равенства {2) можно дифференцировать, примфняя уже уста- 
новленнае правило дифференцировашя степени съ цфлымЪ и по- 
ложительнымъ показателемъ. Производная правой части равна 
р.2—1, а производную лфвой находимъ по правилу дифференциро- 
ваныя фунющи отъ функщи: 


Сльдовательно, 


4 
Изъ этого равенства можно опредфлить искомую производную Е 


данной функым у: 
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Подставляя вмЬсто у его выражеше (1) черезъь х и выполняя ука- 
занныя дёйств!я надъ степенями, находимъ 


& 2 ро” 
@ "в й $ 
2-0 ›— 
Ра я Н 
или 

й р 
Ра’ @, 
ва” 


Такимъ образомъ правило дифференцировая степени и въ спучаъ 
дробнаго показателя остается тФмъ же самымъ. 

Если бы показатель степени былъ отрицательнымъ, то, осво- 
бождаясь отъ отрицательнаго показателя, можно привести данную 
функцию къ виду дроби или частнаго; примьняя правило диффе- 
ренцирован я частнаго, убфдимся, что правило дифференцированя 
степени респространяется и на случай отрицательныхъ показателей. 


Пусть, напр., 
ух, . 


ТДЬ т положительное число. Освобождаясь отъ отрицательнаго 
показателя, получимъ 


По правилу дифференцировая дроби имфемъ 


2т 0—1. а-я _ ми 
о о, 


или, по выполнен! и дЪйствЙ надъ степенями, 
у’ тет, 3 


Дифференцирован!е алгебраическихь функц!й. 
Распространивъ правило дифференцирован степени на случай дроб- 
ныхь и отрицательныхь показателей, мы можемъ находить про- 
изводныя любыхъ апгебраическихь функщй явныхь или неявныхъ. 
О дифференцировани ращональныхь цфлыхъ или дробныхъ функшй 
мы уже говорили раньше (стр. 324). Призедемъ теперь нЪскопько 
примфровъ дифференцирован!я иррашональныхь функшй. 


Примфры. 1 узуУз, ин ужаь 


= 1 
‚ мн УЕ 
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2. ‘увуж-ая-рТ, эл у --т)*. 


Обозначивъ выражеше, заключенное въ скобки, одною буквою, напр. м, мы бу- 
лемъ имьть функцию оть функши: 


УВ, дЬ ие. 


Ч _ 4 а 4 _ 99 @ 


59 = г в 


Яр ан 4’ и ‘= 


Ти ба + 42) — я (6224-42) = 


зу ая 1 


3. у=у лире 6, жи ужьм сдь 4284 Вт. 0 


2424 В 
2у дя 0 


При дифференцировани неявныхъ алгебраическихь функшй при- 
мьняются т же общ правила дифференцировавя (3 6 гл. Ш): 
правило дифференцированы степени и постояннаго (3 5 гл. М) и 
правило дифференцированя функши отъ функщи. Слфдуетъ только. 
замфтить, что въ выражене производной неявной (т.-е. опредфляе- 
мой уравнешемъ) функщи входитъ кромЪ аргумента и сама функщя. 

Положимъ, напр., требуется найти производную фуикщи у, опре- 
дфляемой уравненемъ' 


ах бут» =0. &@ 


Львая часть этого уравнешя представляетъь функщю аргумента вхо- 
дящаго явно и черезъ у. Такъ какъ у должно быть таково, чтобы 
лАвая часть постоянно была равна нулю, то и производная лЪвой 
части, какъ производная постояннаго, должна равняться нулю. На- 
ходимъ производную лЪвой части, примфняя правила дифференци- 
рованя суммы, произведеня и функщи отъ функши: 


ВЕСЕ 
т шв + +9 


у? есть функшя отъ функши; именно—пятая степень у; а у есть 
функщя 2, опредьленная даннымъ уравнемемъ (5). СлЬдовательно, 


а 2 5, 
д ру. 
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Далфе находимъ: 
Я РВ. 


ОИ ре И ев у. а. 
4 (таз) а) 
а 


Итанъ, 
Буу рая Оу ау 3—0. 


Изъ этого уравиеня искомая производная у’ неявной функщи мо- 
жетъ быть опредфлена: 
ау Знай 


= бираа В. © 


Въ это выражеше производной входитъ не только аргументъ х, но 
и функцы у. Если бы мы захотьпи выразить производную въ за- 
висимости ‘только оть аргумента, то пришлось бы рышить данное 
опредьляющее уравненю (5) относительно у и вставить полученное 
рьшеще‘въ выражен производной (6). Но эдьсь мы встрьтились 
бы съ затруднещшемь алгебраическаго характера: уравнене степени 
выше четвертой въ общемъ случаз требуеть для своего рьшеня 
операщй боле сложныхтъ, чфмъ ТЬ, которыми мы распопагаемъ 
{спожеше, вычиташе, умножене и дЬлеше; возведее въ степень 
и извлечеше корня). 


8 3. Предъль выраженя (: +1)": Отыскаше производныхъ по- 
казательной и логариемической функщи требуетъ, какъ мы увидимъ, 
опредфлешя предБла выраженя (:+:)" при з стремящемся къ 
безконечности (положительной или отрицательной). Поэтому мы и 


разсмотрииъ предварительно эту задачу. 
Положимъ сначапа, что в увеличивается безгранично, принимая 


„ 
цфлыя положительныя значення. Выражене ((+,) принимаетъ 


сльдуюция числовыя значен: 


ва за дз ва 
(9.0.0. 0: 
т ю 113 
2 Зе 2558. 


6 


или 
2.02 


Стремится ли этотъ рядъ чисель къ какому-либо предълу и, если 
стремится, то каковъ этотъ предёлъ--этоть вопросъ и предстоить 
вамъ рьшить. 
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Разлагая выражене ( + 2)! по биному Ньютона*), получимъ: 


(+14 (Аут ®—1 сте-ь #9 1 


1,2 


+ 


1.2.3 


. Я) 


Переставляя множителей въ. числителяхъ и знаменателяхъ, можно 
представить это разложене въ слфдующемъ видЪ: 


ый —* 4793.8. я 


1 по н—1 #8 ва!) 
О С ПО ии ЗЫ 


Кеучн к ньыо-У 9 
ва -06-).6- 


т\* 
Изъ этого разпоженя спфдуетъ, что число (. + ;) при уве- 


или 


таз 
личен!и * увеличивается, ибо дроби д ден. е с Умень- 


1 2 
шаются, а потому разности {1 — #). 1-—; 


2): 
увеличиваются, слфдовательно, трей, четвертый и т. д. члены 
разложеня, а кромф того, съ увеличещемъ я въ конць разложеня 
{2) прибавпяются новые положительные члены, 

ВсЬ чнены разложены (2) положительны, а сумма первыхъ дзухъ 


равна 2. Сльдовательно, 


(: + 1) >. (3) 


*) Биноминальные ксэффишенты въ разсматриваемонъ случа мы лишемъ 
безъ сокращений: 


. увеличиваются, 


ЕВС) ИО Я ВЕН Яны 
т. 3. р ” 1.2.9.0." * 


с 


в—@-—3] , 


#— 
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Съ другой стороны, отбрасывая въ скобкахъ у каждаго слагаемаго 
разложеня (2) вычитаемыя ь 2, 3 
мыя и получимь сумму большую первоначальной: 


., мы увеличимь эти слагае- 


1\* 111 1 1 
(=) рае Раз. м 


Замфняя въ знаменателяхь второй части этого неравенства мно- 
жители 3,4, 5,... двойками, мы увеличимъ каждое слагаемое, въ 
которомъ такая замфна производится и усипимъ, стало быть, не- 
равенство: й 


аа ЬНы + 


Еще боле будетъ усилено это неравенство, если ко второй части 
прибавить рядъ положительныхь чиселъ + 


конечности: 
г" ТЕ 
(ха тыны +... 
Но члены правой части, начиная, со второго, образуютъ теперь 


безконечно убывающую геометрическую прогрессно со знаменате- 
лемъ, равнымъ */,. Сумма текой прогресс!и равна 2: 


аи ы +... 


Сльдовательно, 
< {: + #) <з. 


Итакъ, при всякомъ цфломъ и положительномъ значен!и ® число 
1 41 заключено между 2 и 3. На съ увеличешемъ # оне, какъ 
я, 


было показано выше, увеличивается. Сифдовательно (стр. 249), оно 
стремится къ опредфленному предьлу, заключенному между 2 и 3. 
Этоть предьлъ мы будемъ обозначать буквою е: 


т 1+) =е. 


н=ср 


Мы прёдполагали въ предыдущемъ выводь, что ® безгранично 
увеличивается, принимая цьлыя и положительныя значешя. Нока- 


жемъ теперь, что выражен! ( + #) стремится къ тому же пре- 
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дЬлу е, если п стремится къ положительной ипи отрицательной 
безконечности, измёняясь непрерывно. Обозначимъ непрерывно мЪ- 
вяющееся попожитепьное число, стремящееся къ безконечности, 
черезъ 2. Требуется доказать, что 


в (+9 


Въ каждый моментъ своего измфненя число х заключено между 
двумя послёдовательными цфлыми числами, которыя обозначинъ 
черезъ яин-- 1: 


#<:<«в+1. 


ВыьстЬ сь увеличешемъ 2 будуть увеличиваться и цёлыя числа 
п из--1. Обратныя величины чисель , в и в-{-1 находятся въ 
слфдующемъ соотношени: 


ры, 


и слфдовательно, 
1+1 21481 + 
Возводя первую сумму этихъ послднияЪ неравенстаъ въ степень 


®-- 1, вторую въ степень 2 и третью въ степень п, т.-е. возводя 
большую сумму въ болфе высокую степень, мы усилимъ эти не- 


(++) 


м 


или 


Переходя къ предёлу, получимъ (стр. 255); 


бу ды 


или 


СлЪдовательно, 
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Если 8 стремится, принимая отрицательныя значеншя, къ отрица-. 
: 1\: 

тельной безконечности, то предьль выражены (1 + В) будеть тот 


же, т.е. е. Въ самомъ дЬлЪ, пусть #—— (#--1), гдЪ # положи- 
тельное Число; такимъ образомъ будемъ имёть: 


( + = (: ; у“ —_ (; ту" - ( +") + 
-6= "(+65 
и слЪдовательно, 
О Ы 


Итакъ, какимъ бы способомъ 2 по абсолютной величинЪ ни увели- 


чивалось, перемфнное число (1 + В стремится къ одному и тому 
же предьлу е. 

Число е играетъ такую же важную ‘роль въ анализЪ, какъ и 
зисло л, т.е. число, выражающее отношеше окружности къ да- 
метру. Между прочимъ число е служить основашемъ такъ называ- 
емыхь натуральныхъ или неперовыхъ или также гиперболическихь 
логариемовъ, о которыхъ рЬчь будеть впереди, и называется часто 
основашемъ неперовыхъ логариомовъ. 

Вычиснен!е основан! я неперовыхъ логариемовъ, 
т.-е. числа е. Приближенныя значеня числа в— основанйя непе- 
ровыхъ  логариемовъ‘— можно получить, вычисляя выражене 
( + Ву при различныхъ значеняхъ я. Напр., при #==1000 для 
приближеннаго значешя е имъемъь 1,00119%. Но непосредственное 
вычислене очень высокихъ степеней практически граничить съ 
невозможностью. Поэтому естественно изыскать друМе способы вы- 
числен!я. 

Обозначимъ ради сокращен я письма вторую часть неравенства (4) 
черезъ 8»: 


5) 


1 1 1 . 
ета + Тузла 


Неравенство (4) можно теперь написать въ такомъ видЪ: 


ы> 6+1)". м 


При переходь къ предьпу въ предположени, что я стремится къ 
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безконечности, будемъ имёть 


На 5„>т т (+ + 1) или Имя, ре. (6) 


я--ео "= 


Съ другой стороны, если въ разложеши (2) возьмемъ только 
часть всей совокупности слагаемых, то получимъ слёдующее не- 


(+ ее 5(-96-)+... 


тв 96-0... 6-15) 


ТДВ р—ЦцЬлое чиспо, меньшее п. 

Считая р постояннымъ, а я перемфинымъ, переходимъ къ пре- 
ДЬлу, предполагая, что ® стремится къ безконечности: предёлъ 
лЪвой части будетъ оставаться больше предъла правой части или 
сдёлается равнымъ ему (стр. 255): ° 


т. 


. т\* тт 1 
ви (+5 Ра НР тв 


или 

в: ® 
Но если я стремится къ безконечности, а р<с т, то р можно счи- 
тать какимъ угодно цфлымъ положительнымъ конечнымъ числомъ. 
Такимъ образомъ при всякомъ такомъ значени р имфеть мфето 
неравенство 

&5е- у {1} 
Слъдовательно, считая р перемённымь и стремящимся къ безконеч- 
ности, изъ предыдущаго неравенства или равенства будемъ имфть 
8) 


ви ре. 
р-со 2= 


Сопоставляя соотношения (6) и (8), мы должны замфтить, что 


т 5, = т з,, 
ях м р- 


такъ какъ з, и 3, одинаковыя перемфвныя числа лишь при раз- 
личномъ обозначени перемфннаго указателя. Но въ такомъ спу- 
чаЪ изъ соотношений (6) и (8), т.е. 


2е и ие 
иео "= 


вт 
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сльдуетъ, что 
Вт зе. в) 
=--со 
Такимъ образомъ число е можетъ быть опредфлено какъ сумма 
безконечно большого числа слагаемыхъ, иначе—-какъ безконечный 
рядъ: 
1 


1 1 
ера тян + фтазса то" 9 


Число з, (5) увеличивается, приближаясь къ своему предфлу ве, и 
потому представляетъ его приближенное значеше съ недостаткомъ. 
Чтобы найти приближенное значеше того же числа съ избыткомъ 
и такимъ образомъ имфть возможность оцфнить степень точности 
вычиспеня, поступимъ слфдующимъ обрезомъ. Въ опредъляющемъ 
рядЬ (9) замънимъ въ знаменателяхь каждый множитель, превы- 
шающй в-|- 1, числомъ п-|- 1; ТЬМЪ самымъ мы увеличимъ правую 
часть этого равенства и обратимъ его въ неравенство: 


1 1 т 
о ЕЕ 


1 1 1 
яв рога в вор + тив. р" 


или 
1 1 1 1 
рав + я в+ 


1 1 1 А 
73 + ор Ка +’. |. 


Члены правой части, заключенные вЪ скобки, образуютъ безконеч- 
но убывающую геометрическую прогрессто, сумма которой равна въ 
1 
предьль „: . 
1 


1 1 и ож 1 
Вы Ра ри 
я 
Такимъ образомъ имфемъ неравенство 
11 1 И й 1 
аа тиви я" 0 


или 


<= 


ГЛАВА У. ОСНОВНЫЯ ФОРМУЛЫ ДИФФЕР, » ИНТЕГР. исчисленя. 387 


Такъ кахъ 
вт (= тв, 
н=о по "ино 


будеть приближеннымь значенемъ 


10 число 3, Ру. ‘а 
числа в, именио, въ силу неравенства (11'), приближеннымъ зна- 


чещемь съ избыткомъ. Замфняя число е числомь 5» или 
== о. мы дёлаемъ ошибку, меньшую дроби 
ы 1.2.3 эю ’ 1 


Члены ряда 5, легко вычисляются: начиная съ третьяго, надо дЪ- 
лить предыдущее слагаемое на новый множитель знаменателя. 
Полагая, напр., #==10, будемь имфть 


1 
ГМ 16=°.000 000027... 


Сльдовательно, вычисляя 3, съ девятью десятичными знаками, 
получимъ семь точныхь десятичныхь знаковъ для в: 


ще = 2718 281 801... 
е= 2.118 2818... 


Иррац!ональность числа е. Число е не можетъ быть 
рашональнымъ, т.-е. дробью съ цфлымъ числителемь и цфлымъ 
знаменателемъ. Въ самомъ дЬль, мы имёли 

1 1 
таз =. 


откуда сльдуеть, что 


1 
тн. 


или 


1 1 
АЯ т: 02) 


Число 8 зависитъ отъ и, заключено между нулемъ и единицей и 
не можетъ быть равнымъ ни нулю, ни единиц®. 

Допустимъ, что число е ращенально, напр. равно, таиь 
цёлыя числе. Въ равенствЪ (12) для и можно брать какое угодно 
цёлое чиспо, напр. , соотв®тственно подбирая число '. Танимъ 

а 


$, то должно имфть место равенство: 


образомь, еспи 2 


а 11 й 1 1 ь 
ата РТ та. Ь 
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По умножеши обфихъ частей этого равенства на произведене: 
4 
1.2.3...6, всЬ члены его, кромф послфдняго $, будуть цьными 


числами. Такимъ образомъ, опредъляя 7, будемъ имЪть 


8 
= целое чиспо или нуль. 


Но © иеньше 1 и не равно вупю, потому ® правильная дробь 
и не’ можетъ. равняться цфлому числу или нулю. Слфдовательно, 
допущеше наше не вЪрно: число е не можеть быть рацюнальнымъ. 

Дожазывается, кромЪ того, что число е не можетъ быть корнемъ 
алгебраическаго уравненя съ рашональными коэффищентами и пред- 
ставляетъ поэтому, какъ и число л, число трансцендентное. 


$ 4. Производная показательной функщыи и соотвфтствующая фор- 
мула интегральнаго исчислена, Найдемъ производную показательной 


функщи 

у=а”. {1) 
По общему прему составлешя производной мы должны опредфл ить 
предварительно для даннаго приращеня аргумента Ак соотвфт- 
ственное приращене функши Ду: . 


уу = а". 
СлЪдовательно, 


дует, ии Дуо“ а"). ©) 


Составимъ теперь отношеше приращеня функши къ соотвЪт- 
ственному приращеню аргумента: 


4 


2 (3) 


Разность а47 —] при 4х, стремящемся къ нулю — величина безко- 


нечно малая (стр. 279, 280). Обозначимъ се черезь Г, ГДЬ я число, 
стремящееся къ безконечности*): 


4) 


*} Если 42 стремится въ нулю, оставаясь положительнымь числомъ (при 
правостороннемь подходЪ къ разоматриваемой точкф графики), то при а>1 


4. 
4° *— 1 положительное чнсло и н должно стремиться яъ -{- со. Если же 41а стре-. 
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Отсюда 


1 
а =т+, я де. (1 + 


Сльдовательно, равенство (3) принимаеть видъ: ^ 


О, м м 
ями. (1 + ш. (1+1) 


Переходимъ теперь къ предфлу, предполагая, что Их стремится къ 
‘нулю, а стало быть и къ положительной или отрицательной . 6ез- 
конечности: 


2 
48= (5) 


_ 4у . # д"` 
ры #=- гз- 
о вт, (3) 


Логариемическая фунящя для тЬжъ значенй аргумента, дия кото- 
рыхъ она опред®лена, т.-е. для значешй большихъ нуля, функшя 
непрерывная и потому (стр. 268) 


Тя 109. ( 1, ив ( + у. Ца (тн) = Рая а.) . 
со и=оо ”, ; 
Не 
Теа, ( + : 
'Слъдовательно, 
2 м 
№, Ре м [о 


‚ мы имфемъ показательную функцю 


Въ частномъ случаЪ, если а 
у=е. т) 
Производная этой функши равна самой же функши: 


4 


=", 


ибо 09е= д.2 


А, 
мится къ пулю, оставаясь отрицательнымь числонъ, тра "—1 будеть числомъ 


А. 45 
отрицательнымъ, ибо (-- 42) число положительноем в“ ^>Т,ав *<1. Въ 


этомь случа® число в должно стремиться нъ — со. 
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Формулу (6) можно преобразовать такъ, чтобы въ нее входилъ 
погариемъ при основан!и #, Т.-е. логариемъ натуральный, иначе — 
неперовъ или гиперболическй. Натуральный погариемъ будемъ обо- 
значать символомъ 109 безъь особаго умазашя на основаше. 

Пусть встрьчающся въ формул® (6) погариемъ имЪетъ’ вели- 
зину с: 

тодае 


По опредфленйю логариема при основани а (стр. 233) имфемъ: 
ше. 


Беремъ натуральные логариомы отъ объихъ частей этого. ра-. 
венства: 


с. юра 09е=1), 


откуда 


ве ин реет 
а 9 ° — Тора 


Подставляя это выражеше въ производную показательной функши 
У=— а*, получимъ ‘ 
Чи ) 
ж-= 27 19а. (6) 
Итакъ, имфемъ слЪдующя формулы дифференц!альнаго 
исчислен1я: 


4 

У пни, , ©) 
и. 

уе, Ч Х м бе ащаае. ® 


Примъры: 1. уже", — или ть на. 


Че" 4 
= се ей. уе аа. 


2. уже; уе. (Пн-е.. 
3. уже; фе. (-2) = 2. 


А. ‘узы; узде . 0—5). 


5 уе, уе ры). 
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—_ 2 (уе. (5 2..3 — ее _ 695 —1)} 
= - = = _ и). 


У 


з= 
Примьчан!е. Фувншя : достигаеть пупииии"а при ==}. 
1. узае узееенеети. 

8. уно"; ужа" юра. 222 а ада. 


Формулы (1) и (6) можно обратить, считая найденныя произ- 
водныя данными функщыми; а прежде дамныя функщи иско- 
мыми первообразными функциями. Такимъ образомъ попучинъ со- 
отвьтствующия формулы интегральнаго цочислен1я. 


[ нео. ^ ® 


ато = НС, < ни Годы нае, 


иди наконець 
` | в = 


= +6 . в) 


(Почему виъето —^— можно писать просто 02) 


[2 
па 
$`5. Производная логариемической фуннши и соотвфтствующая фор- 
мула иитегральнаго исчисленя. Производную логариемической функции 


у == 09.2 и) 


можно найти .или общимъ премомъ, составляя отношене у и пе- 
реходя Мь предфлу, или разсматривая логариемическую функшю 
какъ функцию обратную показательной. Придерживаясь общего прЕ- 
ема, находимъ приращене логаривма: 


урл, +49. 
Слъдовательно, 
Чу = 09. (Е 42) — 09.2, 
или 


49 = 9. я. и (: + *). в) 


Иаходимь теперь отношен!е прирашеня функши къ приращентю 
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аргумента: 


ди 4 
де= ар (: +2) 


Прежде чъмъ перейти къ предЬлу для нахождещя производной 
логариемической функши, преобразуемъ вторую часть равенства (3), 


(8) 


4:2 1 
полагая ^^ равнымъ „: 


< 


При измёнени приращеня аргумента 4х аргументь х разсматри- 

вается какъ постоянное. Поэтому, когда Ах стремится къ нулю, 
4» _1 

стремится ‘мъ нулю и 171, а слЬдовательно ® стремится къ без- 


конечности. 
Преобразовывая помощью подстановокъ (4) вторую часть равен- 


ства (3), получимъ 
; ши, (1+) 


Чу _ в . 1 Чу _ С 
4= и, (1+1). м и" 
 СпЪдовательно, 
49 
248 


или 

. В Г 
То т 
име (+ 


Въ силу непрерывности логариема И 109, = 09. ти: 


. |» 
д 6 (1 + ;) 
ав 


Но йж ("в слЪьдовательно, 


Чу 109.6 
ве. 5) 
Такь накъ 9.е—.1. (8 4), то формулу (5) можно написать въ 


Та 
слЪдующемъ вид: 


1. 5 
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Если разсматривается погариемическая функшя при неперовомъ 


основание, те. 
уу, 


то производная имфетъ болфе простой видъ: 


чу 


| {@=е, юра = де = 1) 8) 


Формулы (5) и (6} можно получить инымъ путемъ, именно раз- 
‹матризая логариемъ у 09.х, какъ функщю обратную показа- 
тельной: у 

и=е. 


Дифференцируемъ ту и другую часть этого опредфляющаго равен- 
ства, разсматривая правую часть какъ фувкщю оть функщи: 


Производная показательной функши намъ уже извёстна: 


За" 


а 
д =° да. 

СлЪдовательно, 
1= 7 да “: 

откуда 

ку; в_ 1 

#2 09а 

Но ах, и потому 
1. 5) 


Попобнымъ же образомъ, если у-=Юут ния 2—6”, то, дифферен- 
цируя ту и другую часть послЪфдняго равенства, получимъ 


ити. 


откуда 


4% _1 Чу 
аа м а 
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Примфры дифференцировашя фуниши, сопержащихь логаривмъ. 


1 у Г), пн узи, це. 


„= ИВ 
= 4 У =" 
2. ум; уз. нначе уе ре) за: уе. 
= т ТУ 
#— 1!) 1 002.1 
3. _ 992. № 2 т Ета, 
” 1 2—1} — ие 
4. у. 95 1; 
1 й _ 3—2 
У = ера" 1-9 Я юра. 
2—1 
5. т 


0.10.12 
(2-1 м1 


Первый способы у’= 
= 


Второй способы: у = 9 (#— 1) — №9 (#-- 1; у 


6 у 109 (°—1); 


Соотвьтствующ!я формулы интегральнаго исчис- 
лен! я. Формулу дифференщальнаго исчисиеня (6} 


аюух 


ля Чи = Е: {6} 


можно обратить и получить соотвЪтствующую формулу интеграль- 
наго исчисленя, считая найденную производную данной (подъин- 
тегральной)} функщей, а прежде данную искомой первообразной 
функцей или интеграломъ. 

Символъ Е означаеть слыдующ вопросъ: какая функщя 
имфетъ производную, равную данной подъинтегральной фуякщи, 
т.-е. В Иначе—какая функшя имфетъ дифференшаль 5? 

Формула дифференщ'альнаго исчисленйя (6) даетъ отвЪтъ на этотъ. 
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вопросъ: одна изь тахикъ фуниши есть Фу, ибо 4092 — 1, обще 
Е В 


же рьшене получимъ, прибавляя къ этой функщи произвольное 


постоянное: 


в 
3 =192--0. 1) 


"Задача, Вычислить площадь, ограниченную вётвью гиперболы, данной 
уравяешемь 
У» 
осью абоциесъ и двумя ординатами, изъ которыхъ одна соотвьтствуеть абецисс® 
1, а другая (черт. 211), 
Рьшен!е. Искомая площадь равна опредь- 
ленному нитегралу: 


пл, ВДИМ. 


Но 


` |= = 92+ С. 
Сльдовательно, Черт, аи. 


пл. ВМХ — | 


; (91=90). 


1 


Понятно позтому, почему нелеровсше или натуральные логариомы называются 
также гиперболическими, 


о о 
Если ОМ—10, то ла. ВАИК = | = 


1 


10910. 


По первоначальному опредфленьо 10010 равняется показателю степени 
числа ©, равной 10; 
=; 2=19 10. 


Вычислеше логариомовъ по этому опредьленрю, как уже было отмфчено (стр. 

233), представляет затруднения, граничация съ невозможностью. Но вычисляя 
о 

опредЪленный интеграл | ‘= согласно его опрыдфлению, мы можемъ полу- 


зить его числовое значеще съ любою степенью точности, На стр. 362 такое 
вычислеще было сдЪлано и получены приближенныя значеня съ избыткомь и 
непостатномь съ ошибкой, меньшей 0,5: 


ыы Ю 

| 4 23 и | 4 14з. 
= = 

й м 


Но и этоть способъ вычисленя логариемовь еще не представляется луч- 


шимъь 
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$6. Графики помазательной и логариомической функщй. ИзслЪ- 
дуемъ показательную и логариемическую функщи помошью ихъ.про- 
изводныхъ. 

Показательная функцуя. 


=; У 


Показательная функшя, ея первая и вторая производныя положи- 
тельны при всякомъ значен!и аргумента. Слфдовательно, функщя 
эта постоянно возрастаетъ, а графика ея расположена надъ осью 
абсциссь н выпуклостью постоянно обращена внизъ. 

Вычислимъ координаты нфсколькихъ точекъ этой кривой, напр. 
при =— 3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, пользуясь обыкновенными ло- 
гариемическими таблицами: 


1. Ю9юе = 0,43429, е = 2.718... 10906 1 == 1.6657 е 1=0,3679... 


2. 0002 — 036858, м = 1280... ре те 1ЛЗМа, е#-=01358 ... 
3. 9, = 1.30287, #20085... 109673 =99118, с =0449Т... 
Итакъ, 


3005; 


я 


ба;  уеасОАт о Фо; 


И 


Опредфлимъ еще направлевше касательной въ точкф пересьченя 
кривой съ осью ординатъ: 
= =1, но у=я; 
слЬдовательно, 
{6 = 459. 


Этими данными видъ кривой опредфляется 
вполнЪ (черт. 212). 

Не трудно вывести очень простое пра- 
вило построеНя касательной въ каждой 
точк этой кривой. 

Черт. 212. Пусть ГМ касательная въ точкЪ М. Изъ 
прямоугольнаго треугольника ГРМ имфемъ 


ТР. «РМ ила  ТР.у 


Но У=у' и сльдовательно, 
ЧР 
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Такимъ образомъ проекщя касательной (т.-е. отрьзка отъ точки 
пересьченя касательной съ осью абсциссъ до точки прикоснозе- 
ны М) на ось абсциссь всегда’ для разсматриваемой кривой по- 
етоянна и равна единиц принятаго масштаба даннаго чертежа. Эта 
проекщя носитъ назване подкасательной или субтангенса. 

Логариемическая функция, —, 


1 


Логариемическая функшя оспредёлена (стр. 284) только для поло- 
жительныхъ значешй аргумента, а при такихъ значеняхЪ аргумента. 
первая производная положительна. Слдовательно, логариемическая 
функшя постоянно возрастаетъ. Такъ какъ вторая производная от- 
рицательна, то кривая, изображающая разсматриваемую функцю, 
обращена постоянно выпуклостью вверхъ. 

Такъ какъ (У)-=0и (у’)-1=1, 
то кривая пересъкаетъ ось абсциссъ 
въ ‘точк (1, 0) и имфеть въ этой 
точкЬ касательную, наклоненную къ 
оси абсциссъ подъ угломъ въ 45°. 

Кривая имЪетъ видъ, предста- 
вленный на черт. 213. Не трудно 
замётить родство этой кривой съ 
графикой показатёльной функцщи. 
Если перевернуть чертежь около 
биссектрисы кобрдинатнаго угла. то 
трафика показательной функши сов- 
падаетъ съ графикой логариемиче- 
ской и наоборотъ. Въ самомъ дЬИЪ, при такомъ перемфщени ппо- 
скости координатъ ось абсциссъ совпадаетъ съ осью ординатъ, а 
ось ординатъ съ осью абсциссъ и уравнеше 


Черт. 213. 


#2 


преобразуется въ уравнеше 


ге, ши ух. 


& 7. Примфнемя повазательной функщи, Показательная и логарие- 
мическая функши имфють довольно частыя примёненя для описа- 
ны соотвфтствующихь явленй природы и жизни. Разсмотримъ нф- 
которыя изъ этихъ примфненй. 
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Органическ!й ростъ. Пусть капиталь Кь отданъ въ ростъ 
по сложнымъ процентамъ р‘’/, при чемъ капитализашя наросшихъ 
процентныхъ денегъ производится ежегодно. Въ такомъ случав ка- 
питапь К,, который получится при такомъ ростЪ черезъ # лЬть, 

`вычисляется по слдующей извЪстной формулЬ: 


ку +) . @ 


Если капитализашя процентныхь денегь происходить чаще, напр., 
1 
черезъ каждую 5; года, то предыдущая формула (1) принимаетъ 


ю- к [ (1+ 
или 
_ 1" 1 100% р 
жк [(1+1)"]". пы о" а 2. 
Еспи капитализащя происходить непрерывно, то ть а стало-быть 
и нужно положить равнымъ со: 
в Пере . Пр 
ви (1+3) Мю [№ (1+1) ] 
или . 
к = Кей. 


Обозначая # черезъ 2, К, черезъ у, а К, черезъ у» будемъ имфть 
У=%е”. ©) 


Такимъ образомъ процентный ростъ при непрерывной капитализа- 
Щи совершается по закону показательной функщи. Всякй органи- 
чесй рость, кажъ, напр., увеличене населешя большихь городовъ, 
или государствъ, ростъ организма, какъ собрашя продуцирующихъ 
жлёточекь и т. п, когда количество продуцируемаго въ каждый мо- 
ментъ пропорщоюнально количеству уже накопившихся продуктовъ, 
совершается или имфетъ тенденШю совершаться по этому закону. 

Убывающая показательная функц! я. Довольно часто 
пользуются показательной функщей съ отрицательнымъ показате- 
лемъ при описани физическихь и химическихъ явленй, когда ка- 
кая-пибо величина, напр., дЬйстье рафоактивныхь веществъ, ко- 
личество вещества, не вступившаго еще въ соотвфтствующую хими: 
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ческую реакщю и т. п. — убываеть болье или менфе быстро съ 
течешемъ времени. Показательная функшя 


уе, [$] 


ть ви #—параметры, опредёляемые начальными условями 
разсматриваемаго явленЁя, въ этихъ случаяхъ довольно близко 50- 
отвфтствуеть результатамъ опыта. 

Графика этой функши (черт, 214) \у-=# ее 
пересфкаеть ось ординатъ въ точк®, 
отстоящей отъ начала координать 
на разстоян!и, равномъ единиц при- 
нятаго масштаба; а касательная въ 
этой точкь имъеть направлеше, 
опредфляемое производной 


урав но на. 


На черт. 214 


Соотвфтственно значеню й разсматриваемая функщя можеть выра- 
жать законъ и быстраго и медленнаго убыванй. 


- $8. Производныя тригонометрическихь функцй и соотвётствуюния 
формулы интегральнаго исчиелена. ВсЁ тригонометричесия функши 
могуть быть выражены черезъ одну какую-нибудь нзэъ нихъ (гл, [, 
8 5). Пеэтому дпя нахожденя производныхь всБхЪ тригонометри- 
ческихь функцй достаточно опредфлить непосредственно, исходи 
изъ опредьленя, производную только одной какой-нибудь функши, 
напр. синуса. Выразивъ всякую данную тригонометрическую функшю 
черезъ синусъ, мы по правиламъ дифференцироватя суммы, про- 
изведеня, дроби и функши отъ функши найдемъ производную и 
этой функщи. 

Производная синуса: у== йа 2. Давая аргументу 2 прира- 
щене 4х, находимъ соотвфтствующее приращене Ду разсматри- 


ваемой функции, т.-е. синуса: 
у- = (2-49 я дуже. 


Но разность синусовъ равняется удвоенному произведен!ю косинуса 
полусуммы ихъ дугь на синусъ полуразности этихъ дугъ [стр. 238]; 
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сльдовательно, 


Опредфлимъ теперь отношене приращеня фунющи къ соотвътотвую- 
щему приращенйо аргумента: 


вв >" 


по (о 


[2 Ах @ 


Переходя къ предёлу, будемъ имфть 


в 
2 ит 608 


Чо 


{2 


Такъ какъ с0зй—функшя непрерывная, то 


бт «о (# + = вые, 


А;—0 


Съ другой стороны мы знаемъ (стр. 260), что отношеше синуса 
къ ДУГ его, когда эта дуга безгранично уменьшается, стремится 
къ единиць: 


Слфдовательно, 


8 


Производная косинуса: . у—еозх. Такъ какъ 08%== 
{п 
== (2 —=). то дифференцироване косинуса сводится къ диф- 
ференцированю функши отъ функщи: 


й я 
у=зти, мь вау. 


Дифференцируя находимъ 


Чан. м, 
Чи ‘аз 


Но 
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Сльдовательно, 


а. 
(5). 


или 


Е виа. [2 


Примфры: 1. у=3 5% (9—2), пля узи, ь вый, 


Ч Зена). 2-3 02--.ой--9). 


8-1, д а-т 9.10.9, 

2 ура: Ут. я : 
= ще 
У= я Е 


3. Законъ простого” нолебамя или гармоничесяаго движен!я, иначе — коле- 
бане по, закону синуса: 


ва [ВЕ «|, 


тд з— отклонеше колеблющейся точки оть начальной точкя О къ моменту 
времени $; #— перенённое время, Г-=- перюдь колеблыя, а — амплитуда (вели- 
зина наибольшаго отнлоневя оть начальной точки 0), а—фаза (величина, опре- 
дъляющая положен!е холеблющейся точки зъ начальный моменть), Опредьлить 
скорость и усхорен]е движущейся точки (гл. 1, $ 9). 


Вы 


в 
4% Эна „ Г2ё 2я м 2 
т а [р + «|. т=- #+*]. 
. узое-ыта: ура омаата.еы. (Юр 


ура явы 


Производная тангенса: у=я. Производную тангенса 
можно найти какъ производную дроби, ибо 


36 
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Примъияя правило дифференцированы дроби (стр. 323), находимъ 


аз ‘08 м (вв д) — ма 2 (с050)* 
^ а 608? # 
со езт —вте (вт) _ сома р ата 
> 608 8 — с05 2 ’ 
или 
Ве _ 


и ©) 


мфняя правило дифференцировашя дроби, найдемъ производную 
котангенса: 


Производная котангенса: у== с049 х.: Точно такъ же, при- 


т: со _ (052 вов т (ей а); 
воет; = — 
ЕЯ йе зи я 
_ 22-88) 05а _ — базе | с) 


вт ай = ва? , 


или 
6) 


Что касается производныхъ тригонометрическихь функщЙ вес х и 
-в03есх, то ихъ мы выводить не будемъ, такъ-какъ он. требуются 
`рьже, къ тому же ихъ нетрудно найти, зафнивъ зесх черазъ 

т 1 . 
7:2» а 603ее ® черезь —- 
вов .* в . -: 
Производныя тригонометрическихь функшй, какъ слёдуетъ изъ 
формуль (3), (4), (5) и (6), суть функши также тригонометриче- 
скя. 


Примфры: 5. у=б4 (1—4), или Убыщ ть нат. 
ана 1. 10% 
== 5 > = Ш. (- а, 
Чи 8-ти ( =) Г йа. 


6. у=1-- 595; -= . 
а ту яв 
и; . 17? 
`. = 2 = —_- 
т уе, ши Уи. 


уе“ а. 0—1. Вожа( ми)  Фаше 2 
05а Е сова — гота 


. (рав. съ пр. 6), 
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8. и (+7); Уу= 1 


2) ТЕ 


или уу, тль и (1+5 


3. у (1+ ы) 


10. уе", рот сы. 


и. 


стае: 6—8. 5 33).8 пи. 01. _ 
вой т +7 наз 


с08 Эх ЗН — 00628 тв” 


Соотвфтствующтя формулы интеграньнаго исчи- 
<лен!я. Будемъ теперь считать въ формулахъ. (3), (4), (5) и (6) 
найденныя производныя данными фунющями, а прежде данныя — 
искомыми первообрааными функщями или интегралами, Обращая 
‚лакимъ образомъ эти. формулы дифференшальнаго исчислешя, по- 
пучииъ соотяфтствьнныя формулы, ивтегральнаго исчисления, ^ 


Формулы дифференщальн. исзислевя, ° Формулы интегральнаго мочисленя, 
аа новийе: ^ | соаейо а те, ) 
аня 2 виз 42; | аи 24а = све ® 
МИ . 
| ая; =9>2-+0. . ®) 


р] 


26* 


404 . ДиФФЕРЕНЦАЛЬНОЕ И ИНТЕРРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ. Часть 1. 

$9. Графики функц: 302%, с08х, 4х и сор ж. Изсльъдуемъ ходъ 
измьненя разсматриваемыхь функц, помощью первой и второй 
производныхь и соотвЬтственно этому изслфдованно построимъ гра- 
фики этихъ функшй. 


Синуссида: у—зштз. Графика синуса называется сину- 
соидой, Найдемъ первую и вторую проиаводныя синуса; 


утата;: Уст; у’ яв, 


При 1==0, л, 2х, Зл, „. Ел, ГДЬ #-—ЦВлое положительное или 
отрицательное число, зи х обращается въ нуль. СлФдовательно, въ. 
точкахъ, абециссы ‘которыхъ равны Ёл, синусоида пересфкаетъ ось 
абсциссъ. ” ` 

Такъ какъ у”=—— у, те дуги синусоиды, распопоженныя надъ 
осью абсциссъ, выпуклостью обращены вверхъ, а расположенныя 
подъ осью внизъ. Въ точкахъ пересЬченя съ осью абсциссъ сину- 
совда имзетъ точки перегиба (черт. 215), 


= й 
* 


Черт, 215. 


При #=Ёл, первая производная’ 08 2 принимаетъ значенй -|- 1, 
если № четное цёлое число и —1, если # нечетное цёлое число. 
Сльдовательно, въ точкахъ (0, 0), (2^, 0), (4х, 0) и т. д. насатель- 
ная къ синусоидь накпонена къ оси абсциссъ подъ угломъ въ 45°, 
ибо 1—1, а въ точкажь (л, 0}, (Зл, 0), (5, 0).... подъ угломъ. 
вЪ 1350, ибо ша-=—1. 


дни В 28%, 
ТАБ #— ЦЬлое положительное или отрицательное число, ибо при 
такихъ значешяхь аргумента первая производная обращается въ 
нуль, а вторая имфетъ отрицательныя значенйя, Величина тахниип!а. 


равна единиць: 


Махипит’а синусъ достигаетъ при т== 


анны) - . 
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При дан 28 синусъ достигаеть луаипит”ь, фавнаго. отри-` 


‹цательной единицф, ибо при такихъ значенякъ аргумента ‘первая 
производная обращается въ нуль, а вторая имфетъ положительный 
знакъ. 


Косинусоида: у=еозл. Подобное же изсльдоваше можно 
хдвлать и для косинуса. Но Можно также построен’ графики ко- 
<инуса свести къ построено синусоиды, ибо 


Е 
вия). 
Такимъ образомъ графика косинуса въ то же время сиужить гра- 


фикой синуса 
ут |6 +=) , 


зргументь котораго увеличенъ на 2: ордината, синусонды при 


эбециссь а, равна’ ординатВ хосннуссиды при абециссв х. 
Сльдовательно, если передвинуть на соотвётственное разстояне 
вп во синусоиду по оси абециссъ, не мфияя осей координат, то 
мы и получимъ косинусоиду (черт. 216). 


Черг. 216, 
Графика тангенса: ут. Находимъ перрую и вторую 
производныя тангенса: 
1 о ем мит ЗЫ. 
ут; ВЫ < Я гой 


Тангенсъ обращается въ О при г= Ал, гАБ #— какое-нибудь цфлое 
‘положительное или отрицательное число: #7 я —=0. СлЪдовательно, 
тангенсоидё пересфкаетъ ось абсциесъь ‘въ точкахъ... (—2л, 5), 
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(я, 0), ©, 0}, (м, 0), (2х, 0),...... (черт. 217). Значенше. первой; 
производной при этихъ значешяхь аргумента равко 1: 


ОИ 


5083 фт 


. Сльдовательно, касательныя къ 
тангенсоидЪ въ точкахъ ея пере- 
сёченя съ осью абсциссъ накло- 
нены подъ угломъ въ 45° къ по- 
пожительному направленю этой 
оси, ибо 


Черт, #17. 


ца и а=450, 
Первая производная при всякомъ значен!и‘ аргумента положительна. 
и потому дух--фунющя всегда возрастающая. 

Эх 


Тахъ хакъ знакъ второй производной совпадаетЪ со зна- 


`КоиЪ самой фунёши у; то т части тангенбоиды, которыя распо- 
ложены надтъ осью абсциссь (у>>0), выпуклостью ` обращены 
внизъ (у 0}, а части тангенсоиды, расположенныя подъ осью- 
абециссь (у-<0), выпуклостью обращены вверхъ (у"-=0). При. 
=, тдЪ Ё— какое-нибудь пфлое положительное или отри- 
пательное число, разсматриваемая функШя 142 обращается въ == со. 
Тангенсоида состоитъ изъ безчисленнаго множества вЪтвей. Пря- 
мыя, проходяция черезъ точки ЕН фл параняельно оси ординаль 
раздьляють плоскость на параплельиыя полосы; въ каждой изъ. 
этихъ полосъ лежитъ одна вфтвь тангенсоиды. 

Графика котангенса: у == со =. Графику котангенса можно 
получить изъ графики тангенса сльдующимъ образомъ, Такъ какъ 


ща (+=), 
то графика котангенса въ то же время спужить графикой функц 
т 
у —( +=). 


Сдвигая. зангенсоиду (черт. 217) влЪво на разстояе >. какъ это 
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мы дьлали съ синусоидой, мы получимъ графику (:+=); Теперь’ 
нужно измфнить знакъ` каждой ординаты этой графики, чего можно 
достигнуть, поворачивая плоскость около оси абсциссъ такъ, чтобы 
прежнее положительное ‚напра- 
влеше оси ординатъ совпало съ 
отрицательнымь (черт. 218): По- 
<пЪ такикъ перемьщен танген-- 
соиды мы и получимъ графияу 
котангёнса. ^ =. ` 


Задача 1, Вычислить плошаль, 
ограниченную дугой синусоваы и осью. 
абсциссь (черт. 219). 


. у 
Обозмачая ‘Мокомую‘‘площадь че- 


резъ 1, будемь имфть * 


Черт, 218, 


те [на а [пише ше. 
а 


Сифдовательно (гл. ГУ, $ 8), 


= Г. са = [а-я оно) = 14122 кв ед, 


Задаза 2. Построить графику затухающаго колебавя, совершающагося 
по занону 


у = Нат 


Ть гдь $ —— отклонено колеблющейся матеральной точ- 

+ ци оть центральнаго положемя, а Ё и 1" постояя- 

Черт, 219. ныя [будемъ считать о =6, В!) и Т=8|, 

4 перамьнное время, По такому закону, напр. со- 

вершаются колебамя маятника въ сопротивляющейся средь, колебаыйя магнита, 
электричесщя колебащя поль вшямемь самоиндукщи. 


Будемь $ разсматривать хакъ положительную абоциссу, а $ какъ ординату 
опредфляемую уравнешемъ 
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Кривая (графика разсматриваемой функши, черт. 220) переськаеть ось абсцисеъ 


‚м 
при такихь значемыхь &, при которыхь эёё З" обращается в» нулы 


#=0, 


3,6,9,...,8м,... 


Направлеше касательныхь въ точкахь пересчены опредёляется, значешями 


первой производной при #=0, 3,6, 9... 


боя, бант, бы =, 


2= 


2 2п 


у =-3,..- 


Такимъ образомъ тангенсы угловъ наклона касательныхь въ точкахь первсф- 
ченя съ осью абоциссь уменьшаются по абсолютной величинь въ убывающей 
теометрической прогресс, 


, 


Первый множитель разсматриваемой фунищи 42 ` при всяком значени 


ми . 
: 3 положителень и безгранично уменьшается, а второй зв 7 приннмветь по: 


- 


Черт. 290. 


: 


3 
2 


3 


Е 
ложительныя иотрицательныя зна- 


зезя, колеблющяся между 41 и 
—1; Слёдовательно, волны изу- 
чаемой графики, лежашя надъ 
осью абециесъ, касаются кривой 


а волны, ложащм подъ осью абе- 
циссь, касаются кривой 


Точки прикосновеня имфють або- 
циссы 


3 
(8+3, я+6,... 


Ординаты этихь точень не будуть ни тахица, ни питила. 
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Махитиуа и питание пзучарная фуикщя лоститаеть при тЬхь эмаченять 6, 
при которыхь первая производная обращается въ нуль 


в бло у — 5) =о, или ут ня; 
откуда. 


а 

3 дат. 

Обознамая черезъ 1, &,...,{„... послфдовательныя значени {, при кото- 
рыкь полеблющаяся точна достигаеть наиболыйаго отялонешя въ ту или дру- 
тую сторону, будемъ имфть: ` 


н-Зотут, Б-Зоющи- 8, це батя --6,... 


Каждый такнаши или тушитикл фунищи # представляеть величину размаха яля 
амплитуду колебаня, Отношене посльдовательныхь амплитудь постоянно: 


ибо в -Н=8. Величина 


ы = называется козффин(ентомь за- 
тухан:я; а 109 погариемическимь декрементомъ; для дан» 
наго примёра №9 #=--1. 

Вычисляя 1, нетрудно убъщиться, что «3, т.в. тажиип’а или 
пиоётиии’а функшя 2 достигаеть въ кажиомъ интерзаль, образоваиномь тюсль- 
довательными точками перерфченя кривой съ обью абсциесь, не въ серекия% 
его, а ближе къ львой грениць. 


$ 10. Производныя обратныхь тригонометричесиихь ияи круговыхь 
функций и соотвфтствующя формулы интегральнаго исчисяеня, Пере- 
ходниъ теперь къ опредЁёлению производныхь круговыкъ фунёШй, 
т.е. функшй обратныхъ тригонометрическимъ, 

1. Разсмотримъ прежде всего функшю у-=атезят. Такь какъ 
у есть дуга, синусъ которой равенъ &, то 


г 


ту. ©) 


Такимъ образомъ функшю у можно разсматривать, какь неявную 
функцю, опредьляемую уравнещемъ (1). Вторая чабть этого урав- 
ненйя, если считать 2 за независимое перемьнное, будеть функщей 
оть функщи, ибо она зависить прежде всего сть у, а у зависить 
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оть 2. Производная. лЬвой части равенства (1) равна 1, а производная 
правой части находится по правилу дифференцирован/я функши оть 
функция: 


Но производная зу по у, камъ по главному перемённому, равна. 
оу, а Ре искомая производная функци у=тите вх. Итакъ, 


1 = в0ву . 9, 


откуда 
Г: 1 
45 — ‘05 у 


® 


Танимъ образомъ производная 47с 3х найдена, но нъ зависимости’ 
сть самой функщи у. Выразимъ ее непосредственно черезъ х. По 
основной формуяЪ тригонометр и имфемъ 


е08у = УТ иту. 


Подставляя х вмфсто зу согласно равенству (1), получимъ 


сзу=Ут— я. 


Сльдовательно, производная ато зёи =, опредфляемая равенствомъ (2), 
выражается  черезъ х слфдующимъ образомъ: 


__ 1 Фатсвих й 


ут. “м с “уи. ® 


Графика ас зв . Для полученя графики функщи уз от вит 
мы, зная первую производную этой функщи и найдя вторую ея про- 
изводную, могли бы изучить ходъ ея измвненя. Но, такъ накъ 
атс их есть функщя обратная синусу, мы иожемъ поступить про- 
ще: именно, повернуть плоскость съ начерченной на ней синусоидой 
< ниж) около биссектрисы координатнаго угла на 180° такъ, 
чтобы ось абециссъ совпала съ прежней осью ординатъ и обратно. 
Тогда координаты точекъ синусоиды яъ новомъ положеши будуть 
удовлетворять урзвкеню 


эту. 
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т.е. сивусоида въ новомъ положеши (черт, 221} будеть служить, 
графикой фунищи 
У=аине. 


атезт и принимаеть дЬЙйствительныя значеня только для значенй' 
аргумента 2; заключенныхь въ интервал отъ —1 до - 1: 


—1 52541. 


Но для каждаго значеня аргумента въ этомъ интервал соотьфт- 
ствуетъ безчисленное множество значенй функщи у, изъ которых 


одно и только одно заключено. и 
т 


въ предфль оть—# до +5 


Обозначая черезъ Дте 5 2 раз- 
сматриваемую функцйо со всею 
совокупностью ея значенй, аче- 
резъ атс 2% д ту втвь ея (часть 
кривой, черт. 221). которая да- 
етъ значеня у, заключенныя “ 
между — й и + : ‚ будемъ 


: = 
За зтез На 


и Черт. 221. 


Ата = атыти-- Ал, или Ат = 0 л-етеати, (4) 
такъ какъ 
. хату = ив 4-25) = ча (п 9-20), 


тдЬ Ё какое-нибудь цьлое положительное или отрицательное чиспо. 
2. Разсмотримъ теперь функщю Уи 0082. Такъ какъ у есть 


дуга, косинус которой равенъ 2, то 

2 = с05у. |5) 
Цифференцируя обф части этого равенства по 2 и принимая зо 
внимане, что вторая часть зависить непосредственно сть у, ау 
есть разсматриваемая функщя 2, получимъ 


деву 
в’ 
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эту УГЩЯЕ, а уе 


Фаге с08 и 1 < 


откуда 
Но 
слЪдовательно, 
4 _ 1 
2 улша, 


я у 


Графика 216 сз х. Для получены графическаго изображеня функ- 
ци У-—=47сс0в м надо плоскость съ косинусоидой повернуть около 
биссектрисы координатнаго угла на 180% (черт. 222). ‘ 


Дъйствительныя  значеня 
атсеозх принимаеть только 
для значетя аргумента въ ин- 
Терваль (—1, 1): 


"1525 -1, 


Разсматриваемая функшя мно- 
тозначна, при чемъ одно и 


Черт. 222. 


вежду О и л, будемъ имёть 


только одно значеше для ка- 
ждаго значеня аргумента за- 
ключено между © и л. 
Обозначая черезъ 476 60; х 
разсматриваемую функцию со 
всей совокупностью ея значе- 
ый, а черезъ а7ё сов ту ея 
вЪтвь, которая (черт. 222) 
даетъ значея, заключенныя 


ОЗатеве хи 


_Атс ов ча Эл 2 аб 08, [о 


такъ какъ 


2 ору = 0 (у ЕЭК) = вов а — 9, 


ТАЪ Й какое-нибудь цфлое положительное или отрицательное число. 
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3. Пусть теперь у—=атсфу т. Та же фунишональная зависимость 


и у опредьляется и уравнешемъ 


#24. {8) 
Дифференцируя обЪ части этого уравнешя по 2; йаходинь 
` а9у в 14 
12 у та мии со ав 
откуда . 
4 — оону. 
Но 
у, зву =УГРи, а фуны (тр. 235, 3и 4; 
слёдовательно, 
1 аающя __1 
ера А рр: ® 


Такъ накъ производная акеёу всегда положительна, то эта фуик- 


цы всегда возрастающая. 


Графическое изображеще фунищи у-=ате 2 получимъ, повер- 
нувъ плоскость съ тангенсоидой около биссектрисы координатнаго 


угла (черт. 223). Графина функщи уз=аге 
сленнего. множества вътвей, и одна изъ 
нихъ даеть значеня дисёух, заключен- 
ныя между —$ й +2. Обозначая раз- 
сматриваемую функшШю со всею совокуп- 
ностью ея значенй черезъ Аусух, а ту 
зЪътвь ея, которая даетъ значеня, заклю- 
ченныя между > и + ,черезъ аут, 
будемъ имбть: 


= 


= 
531245 +5 


20) 
дея = фа-- 5, 


9 = состоить изъ безчи- 


Черт. 223. 


такъ какъ Х==Му=и (у-Р&л), тдЪ № какое-нибудь цълое поло- 


жительное или отрицательное число. 
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4. Такимь же образомъ находится производная атё сорт и стро- 
ится, графика этой функщи. Пусть у=агс с0ё х; сльдовательно, 


еду. [9 


Дифференцируя обЪ части этого уравненя, получим 


„9009 1..4 
у - или — у в 
откуда. 
Ч -—. 
Но 
. 1 И 

тЫ совесу = МТ -Реобйу, в сому, (стр. 235; 3, 4; 
слЪдовательно, 

4 _ 1 дате со 1 

= рра’ №" от" 02) 


г, Производная ате с0ёу х‘вбегда отрицательна, слфдоватеяьно, эта 
фунющя всегда убываеть; Графическое изображеше ея мы полу- 
чимъ, повернувъ около биссектрисы ко- 
орцинатнаго угла плоскость съ котанген- 
соидой (черт. 224). 

Эта графика состоитъ изъ безчиспен- 
наго множества вЪтвей, одна изъ кото- 
рыхъ даетъ значеня функщи, заключен- 
ныя между О и л. Если обозначить раз- 
‘сматриваемую фунишю со всею совокупно- 

стью ея значенй ‘черезъ Ауссофх, а ту 
_ вЪтвь ея, которая даетъ значеня, заклю- 


ченныя между О и л, черезъь ате ео, 


—- ^ Черт. 224. `то будемъ иметь 


ОЗатесоух5 т, — Атеори = ве сонце Вх, (13) 
такъ какъ 
= соду оч ия), 


ГДЬ # какое-нибудь цьлое положительное или отрицательное число. 

Тригонометричесвя фунищи и ‘имЪ обратныя круговыя суть 
функщи трансцендентныя и опредёленя ихъ коренятся не въ алгебрЪ, 
`а въ гвометр!и, Но, вакъ видно изъ формулъ (3), (6). {9) и (12), 
производныя круговыхъ функщй суть функШи алгебраиче- 
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-ск1я. Если поэтому присоединить Въ операШямъ алгебраическимъ 
также олераши перехода отъ панной производной функщи къ не- 
извЪстной первоначальной, т,-е. операши, изучене. ‘которой соста- 
вляеть предметъ интегральнаго исчислевя, то мы будемъ въ со- 
стоям дать аналитическЯ опредъленя тригонометрическимъ и кру- 
товымъ фунющямъ. р 

Соотвьътствующия формулы интегральнаго исчи- 
слен1я получимъ, обращая формулы (3), (6), (9) и (12). 


Формулы дифференц. `исчибленя. ` формулы интер. исчисленя, 


Чате за 1 


ати. @9 


= —атеех=+4-0, 5) 


8(— ато сов} = 
Чата __1 
7 тт, 
95 
г-н 5. [16) 
в = ег -- (9 
Час уе = та 


Примфчан!е. аеянх и — 76608 х имвють одну н ту же про- 
изводную, иначе—-получаются при иитегрироващи одной и той же 
{подъинтегральной) функщи. Слъдовательно (стр. 342), эти функщи 
отличаются на постоянное. ДЪйствительно (стр. 241), 


атс вт & — (— те с05 2) = ато мт -- атс за 5. 


То же самое должно сказать относительно атс 2 и — атс со л; 


втс 19 = — (— аго со 2) = ате у  -втссод а = 
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При этомъ эти соотношешя имъютъ мёсто для тЁхъ вЪтвей раз- 
сматриваемыхъ функыЙ, которыя отмфчены самымъ обозначешемъ 
ихъ (те мт, а ве Асянх ит. в). 


”'Прим$ры: 1. у-ону т, или узасщн, тдь 


_ авещи ш_ 1-1 1 
4 ^^ 


т 
Жи а (+1)= та 


у 


(Сравнить производныя аге у 1 и 004 ®; что слыдуеть изъ этого 
сравнен!я?) 
2. у=оозт УГ- или узосяви, тд ва (1— 0) 


1 
атезть ав 1 1 2 
ее о: (1-9 . (— = 
а & ул 8( =) = 
Е — — = 1 . 
И—а-м. уг я У1— 
Сравнить съ производной аб 005). 
ура, 
= 
дате воза РУ 1 
р м всовичи в (=) 006. 
= = = г , 
УИ 2, ис 0082 
4. ур ате в 8 
у 1 1 


при ^ 1-й 
5. у ато 09: 
1 1 т 


У ГЕ бора ` я НСЕ@аа Я” 


. 
=. 34-9). -м--Утя.1 


=. . = 
у тм ай 


аа 1. 
м-я И! 
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1. Вычислить площадь, ограниченную осями координат», лищей, данной 
зравненемь 
1 
У=га. 


и ординатой этой лини, соотв®тствующей абоииссь 1. 

Разсматриваемая кривая лишя, хак 
видно изъея уравненх, иметь наиболь- 
шую орцинату при те 0, сныметрично 
расположена относительно оси ординать 
и асимптотнчески приближается къ оси 
эбецясст (черт. 225). Точки перагиба инф- Черт. 225, 


пт ен (5,3) я (05.2); тории пробоя пожолью 
уравнены у" == 0. 


1 


а я 
2 бичуа арт, 


“_ [23 
пл. ОАММ -| трея 


Этою формулой дается способ прибиищеннаго вычисления п. Въ самомъ дель, 
потопредфлению (стр. 355) имфемъ: 


Спьловательно, полагая, напр., з = 10 и потому 2 


имьть два приближенныхь значеня: 


14 _л 1 1 1 1 
еьет-ы[Норрав Всияе. ти 


1 В 1 
ол [а тра + НЫ 058... 
Разность этихь значений равиа 006: 
1 0 
ол ( —з) =013=065 


я 
и потому каждая изъ этихь суммъ даеть приближенное знечеме + съ ошиб- 
кой меныше 0,05, а спъдозательно л можно вычиелять съ ошибкой меньше 
4.005 = 0,2: 


лол. (6,08..).4=38... я 32 


хол. (7,58...).4=304... 
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Срениее ариеметическое найденныхь приближен будеть ближе къ истин- 
ному значен1ю: 


32-3 
= 315. 


Для болёе точнаго вычислены по этому способу пришлось бы интерваль огь 
Одо 1 разбить на большее число частей. Впосльщеть!и мы разсмотримъ способы 
пузшаго использоваыя тЬхъ же самыхь числовыхь данныхъ. 

$ 11. Приифнене логаривмической производной при дифференциро- 
ваши нфкоторыхъь фунншй. Если правила дифференцированы, изло- 
женныя въ предыдущихь параграфахъ, непримфкимы непосредственно 
кЪ какой-либо функци, то иногда предварительное логариомирова- 
ше объихъ частей равенства, опредьляющаго данную фунищю, зна- 
чительно упрощаетъ задачу. 

Пользуясь предварительнымъ логариомировашемъ, можно, на- 
примфръ, доказать, что правило дифференцированя степени распро- 
страняется на каже угодно показатели не только рашюнальные, какъ 
было указано раньше. Пусть, напр., 


==”, 6) 


ГДЪ №! накое угодно число, хотя бы и иррашональное. Прежде чфмъ 
найти производную этой функщи, лотариемируемъ обф части ра- 
венства (1): 

° 9у=т де. 


Беремъ производную отъ объихъ частей этого равенства, принявъ 
во внимане, чтё лЬвая часть есть функщя отъ функщи: 


818 


откуда 


т.е. правило дифференцированя степени остается такимъ же и 
для ирращональныхъ показателей. 
Приибры: 
5 Уз 
у=\У. в . 


ул. и, 
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Разсмотримъ теперь функцию такого вида: 
у= 1/91 7, 


или . 
у=", 2) 


ДВ ил), а ®=9$(2). Эту функцию нельзя дифференцировать 
какъ степень, ибо показатель у не постоянная величина, а пере- 
мЪнная, зависящая отЪ х, но нельзя эту функщю дифференциро- 
вать и какъ показательную функцю, ибо основан!е # не постоянная 
величина. Функшя эта — сложная. Производную ея мы найдемъ, 
предварительно логариемируя об части равенства {2): 
пруьеи. 

Производныя обфихъ частей этого равенства равны между собой; 
кромф того, 09 у и 109 и мы должны дифференцировать какъ функ- 
щи отъ функющи: 


ВА @ 
Чу ° @ 
или ” 
откуда 
4 ,, ‘ты 
жути ) пли = + и) 
Прим%ръ. Разсмотримъ наибол%е простую изъ этого родасложныхь функшй 


9==. 
Логарнемируемъ обЬ части равенства и дифференцируем® ло 2: 


уу г; у эта, 


откуда 


у=у0-+100), им уе». 
Предварительное логариемироваше даетъ возможность легко найти 
производную произведен!я сколькихъ угодно функшй. Пусть, напр., 


у=иою, 


откуда. 
у ие ди, 


Дифференцируя находимъ 


или 


иуеуи ‚. 
ии) ное шир ии 
и тотЕ 


что согласуется съ выведенной ранфе формулой (стр. 322). 
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$ 12. Таблица основныхь формуль дифференцйальнаго и интеграль- 
нато исчислен!я. Основныя формулы дифференщальнага и интеграль- 
наго исчисленя, выведениыя въ предыдущих параграфахь, сведемъ 
теперь въ одну таблицу, которая и будетъ ‘служить базой для диф- 
ференцировашя н интегрировашя составныхъ функц. 


< 
П 
м 


3 = 09а; 
, ом , 42 ^_, 
3'. у= 095; и = юра} 3". лера =" С, 
Е 
а = из 
. 45 
4. у= на; Я = вова; 
4. [шашеннео. 
4зт а = сова 4= . 
5. утена; 1008 зщ; 
в ; 


5. [зе сяо . 


аз: аи 1. 
О о- р 
, в =; +0 
2 
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7. уе; а 

Са 
ррееещено. 

4(— 6044 т) ея и 

. Фагот х 1 
& у= =. 

у-осаыа Ч 


= вговн о -- 0. 


3. 
16. ; 
т ( = 
р 10. [езчанияо. 
Фара" 
Чатеводае т - 
1. у= о; 
т ‚атс од ®; ах = 


и. 


м . уезооииечо. 
=. 


@(-вте сор 2) == 


$ 13. Обащя правила неопредфленнаго митегрированы. Способъ под- 
становни. Интегрироване по частямъ. Правило вынесешя постояннаго 
множителя за знахъ интеграла и правило интегрированщя суммы 
гл. М, $ Т) позволяютъ, какъ мы видёии, свести задачу интегри- 
рованйя цьлой апгебраической функщи къ интегрирован ю степени 
и постояннаго. Точно такь же можно довести до конца и задачу 
интегрировайя многочлена, составленнаго изъ функшйЙ, интегралы 
которыхъ даны основными таблицами. 


Примъръ 1. ое ыят 2 


=5 ааа [ее на, у 
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КромЪ этихъ двухъ правилъ, для той же цфли сведенйя неоп ред%- 
ленныхь интеграловъ къ основнымъ таблицамъ служать способъ 
подстановки или введен!я новой перемфиной и спо- 


собъ интегрирован!я но частямъ. 
Способъ подстановки. Пусть требуется найти неопредф- 


леннымъ интегрированемъ первообразную функщю 
[поы, @ 


при чемъ интеграла этого въ таблицахъ основныхъ нфтъ. Введемъ 
новую перемфнную &, замфняя х нёкоторой функшей $(0)} этого но- 
ваго перемфинаго, функщей, которая должна быть соотвётственнымъ 
образомъ подобрана; при этомъ 47 замънится дифференщаломъ этой 


функющи: 
=90, Ф=уюи. @) 


Сльковательно, 


[9 &- [ив ти #- (20 а, 


ЕдЪ.Ф(В) обозначене подъинтегральной функщи [[ф(1]. 9'(). Если 
функшя Ф(О подобрана’ такъ, что преобразованный  интегралъ 
$4) @ можно найти по основиымъ формуламъ, то поставленная 
задача и будетъ рЬшена, при чемъ въ полученномъ результать 
можно снова вернуться къ прежнему перемнному х. Въ этомъ и 
состоить способъ интегрирован помощью подстановки или введе- 
ны новаго перемфннаго. 


Примёръ 2. Положимь, нужно взять интеграль 
| 2х ах, 


Въ оснонныхь формулакъ такого интеграла нётъ. Вводимь новую перенфн- 
ную +, полагая 


=, 
откуа . 
она 
Сл®доватезьно 
{ 358 22 4и = [= #. 
ия 


ГЛАВА У. ОСНОВНЫЯ ФОРМУЛЫ ДИФФЕР, в ИНТЕГР. исчисленя, 423 


4х 
Примфрьъ 3. Взять ооеоаль [ее Вводимъ новую перенфнную, 
угря Роману; 


полагая 
УГЕЯ=Е, 
откуда 
19-й и 2-Ут, а = 
Стьдовательно, 


ее М. ера шьо. 


Возвращаясь къ прежнему перемфимому, получимъ 


ЕЕ а 
= Ус. 


Прямфръ 4, Взять пнтеталь | 


[23 


ЭП ^ Ваодимь новую 


перемёную, полагая 
ее, 


откуда 
—=@. 
= 


Сладовательно, Ц 
й 
ПЕрбаят = [ручеччо- 


Возвращаясь къ прежиему перенфнному, получимь 


45 
[ера ее с. 


Какъ видно изъ приведенныхь примфровъ, главная трудность 
этого способа заключается въ выборЪ фуниши $(. При разсмотр®- 
ни интегрировашя отдёльныхъ классовъ функц можно будеть 
указать нфкоторыя правила выбора подстановокъ. 

Способъ интегрирован!я по частямъ. Способъ ин- 
тегрировашя по частямъ выводится изъ формулы дифференцирова- 
ня произведешя двухъ функщй: 


{во щи о, 
или, въ дифференшалахь: 
(и) = маи овь, 


тд м и ® функыи одного и того же независимаго перемфннаго. 
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Если возьмемъ интегралы отъ обёихЪ частей этого равенства, то 
будемъ имть 
пре [а 


и отсюда получаемь формулу интегрирован! я по частямъ: 


[маозчь— | к. 
Если намъ требовалось найти {м4у, то предыдущая формула по- 
зволяеть свести задачу къ нахождению другого интеграла, именно 
{е4и, хоторый можеть оказаться проше, чЁмъ данный, и этимъ 
упрощается наша задача. 


Примфръ 5, Пусть намъ требуется взять интеграль 


[ще 


Тамого интеграла въ обяозиыгь формулахь ныть, Понытавися же 'примфнить 
впособь янтегрироваыя по частямъ. Полагаемъ 


ртни, ты. , 


Изь послфдняго равенства подучимь 


И 
[ие или Е, 
Стьмовательно , 
рее = [ша = 
др. 2" (279 ча _ 1 1 
р т = а =’ 
или ° 
2-е 1 
[ыы [94 


Посянй нятеграль берется по основнымь фориуламь и мы находим 


аира _ 
1. в 


Примфръ 6. Часто приходится принфнить вмфстф 0бд вышеуказанные 
способа, Напр., чтобы взять интеграль 


[що Е ени+о. 


еше, 
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полагавмь сначала 


ао щани, Ф=4, те. 


; 
сльдовательно, примвния способъ нитогрировани по частямъ, будемь нить 


(итозал а конуя [вбытефи) витая - р. 


о [ 24 
Для интегрированя | примфнимъ способъ подстановки, именно подо- 


Пр 
жимъ 
вета; отсюда = тах, 
слёдовательно, 


4 11 —_ 
ааа нача = Гри. 


Поэтому 
[еее вату в #--с. 


8 14. Введен!е новаго перемфинаго н интегрировано по частямъ въ , 
примфнени къ опредъленнымь интеграламь. Преобразование помощью 
введеня новаго перамфниаго можеть быть примфнено и непосред- 
ственно къ опредфленному интегралу или вЪ цбляхъ упроще- 
ния вида его или даже въ цёляхь его вычисленя безъ прадвари- 
тельнаго опредфленя первообразной функщи въ старомъ перемфи- 
номъ. Но здёсь необходимо сдьлать нФкоторое добавлеше къ тому, 
что было сказано относительно этого способа выше. 

Пусть однозначная функшя х=$(} мЬняется какъ угодно, 
но непрерывно въ интервал (1), принимая при == зна- 
чене а, а при $4 значеше $; непрерывной будемъ предполагать 
и производную функщю $'(9) въ томъ же интервал® (& &). Помощью 
подстановни 2=9(0 интеграль (Дз)4т, гдЪ (2) непрарывная 
функщя для всёхъ значешй 2, которыя оно принимаетъ при изм%- 
нени # оть В до &, преобразовывается въ инте- 
гралъ $ ИфС(Ю'"ФЯ, равный данному, хотя бы, въ случа 
волебательнаго изнёненя $({), между элементами того и другого и 
не было взаимно однозначнаго соотвЪтстя. Дъйствительно, если 
Ф(1) какая-либо первообразная функщя даннаго интеграла, т.-е. 
если ФК) = [2), то та же функщя, если въ ней разсматривать 
2—=$(), будеть первообразной функщей преобразованнаго нитегра- 
ла, ибо 


Ч кО] _ 909 в *. 
м-в Ав + 
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По основному предложено имфемъ 
ь =, 
{пон аы ов и | ‘увкомжоа = иу— ОБН 
Но по условю Ф(а) = ф&)] и Ф(в) = Фе) спьдовательно, 


5 . 
| ево = [лов ® 
.. `. 

Если функшя $(|) не можеть принимать значенй равныхъ пре- 
дъламъ а и Б даннаго интеграла, то она н не можетъ служить 
для преобразовашя послфдняго. Такъ, нельзя преобразовать 52 4х 
помощью подстановки 7=—8т{. При ‘пользовави для преобразова- 
вм интеграла многозначной фунющей ‘нужно выдфлить изъ нея 
однозначную непрерывную вфтвь; если ни одна вфтвь 
своими значенями не заполняеть всего интервала (а), то нужно 
разбить интеграль на соотвфтствующя. части и преобразовать 
каждую изъ нихъ отдфльно. и 


Приифръ 1. Преобразовать интеграль еее помощью  подста- 
новки (2 — 13 ==. Фувицы 2, опредфляемая уревнешемь (и — 1)? = ®, имъеть 
даЪ вътвн х=1 Фи #=1-- У. Первая не можеть принимать значенй 
#.>1, а вторая значейй &< 1. Часть даннаго интеграла отъ 0 до1 можно пре- 


образовать помощью первой вЪтви, а остальную часть оть 1 до 2 помощью вто- 


9, пря второй да = № 
РУЗ 


№ 
ель ео феаь = $ [у + Н уя= 


рой зътви; дия’ первой @л == — 


1 
> р Уза. 
° 
Примфръ 2. Преобразовать интеграль 
—2_ 
5 рЧ 
Изъ данной подстановки выдфляются да однозначныя и непрерывный вЪтаи 
сы #251 и = А/95ра. Вовьиемь первую изъ нихъ: 
==; = ФУ; 12092, 


ТАЪ 9 значене &, соотвётстнующее верхнему предфлу данкаго интеграла; если 
2=0, ло н+-=0, Сл®довательно, 


1. 
: з 
г 29 ди, полая бои. 
[. 25Р1 
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Интегрирован!е по частямъ, примфненное непосред- 
ственно къ опредфлеяному интегралу, можеть иногда значительно 
упростить вычислене. 
Интегрируя дифференшалъ произведен 


ив) = и до оби 


въ предёлахь оть а до $ для независимаго перемфнкаго х, оть 
котораго зависять функщи и в, мы и получимъ формулу интегри- 
рован{я по частямъ для опредфленныхъ интеграловъ: 


о сы 
[о | «в ам вл = | мар 4 | в, 
| | р 
Ро: 2. 1. 
откуда , в 
ар ыы — [ь, ® 


= т 


зн 
аш] +1 сах йатт, 
о 


но : 
[виден =] 0, а 
о 


сяфдоватеяъно, 


или 


и далье 


иво а. 
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а 


Примфръ 4. Вычислить интеграть 1..5 (0% (1 — 2)14х, гдё т ив 
ифлыя положительныя числа. 
п 


Полагая (1 —-ж)*=в и 2”ал=48 — или яч интегрируемъ 


‚по частямъ въ предфлахъ отъ 0 до 1: 


и ни. ря. 
„ = — зу т - [Е д та ==] ‘= риа тай — = 


з 
= па (1 — аа, те, =. . 

я =, жит — 2) тии Я ати 

Тацимъ образом для вычисления интеграла 1, „ мы составили редукч?он- 


ную формулу, понижающую второй указатель. Примфняя эту формулу п разъ 
получинъ 


= В > 
(и ЕТ) ини 


аа й 
Тань =\ в” ав Е Е 
ны =[ агро вв Е 
 Сльловательно, 


РИ (в —1)(&—2)...3.2.1 отм 
тя тт -8).. тада ть" 


ТАБ т = 1.2.3...т, м = 123...в, (ш-в--1 = 198... (и-рю-1). 


Въ частности 


Г. а ор- 


ПОВТОРИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ. 


Производная фуннц:ян дифференц!алъ, 1. Что такое произ- 
водная фуниш!я? 2. Каное геометрическое значеше им%еть производная? 3, Ка- 
кое механическое значене нифють первая и вторая производныя данной функ- 
фи, устанавливающей занонъ движешя точки? 4. Если функшя у — (2) непре- 
рывна, всегда ли отношене ея приращеня хъ приращеню независимаго пере- 


миваго, те, Е стремится къ (опредьленному) предёлу? 5. Какое геомет- 


рическое значене мотуть ныфть мфста разрыва производной функц? 
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6. Какь можно по производной судить о возрастании убыевни функции? 
7. Какъ можно судить объ изтибахь графики непрерывной функц? 8. Что такое 
точна перегиба кривой? 9. Что такое тахитит или пулитот фунжщи? 10. Какъ 
найти тоахипито или лупиршгя фунищи? 11. Какъ построить графику дамной функц? 

12. Камя траноцендентныя фунищи имфеть алгебраичесия производныя? 
Кая изъ няхъ имфють рашональныя я кая иррашональныя? 13, Въ ченъ со- 
стоять общёя правила дифферанцированя? 14, Основныя формулы дифференщаль- 
наго исчисвеня? 15, Что такое дифференшаль функции? 

Первообразная функц: я, Интегралъ, 1, Что такое первообрав- 
ная или начальная функц? 2. Почему первообразная функшя можеть быть маз- 
вана интеграломъ? 3. Что такое опредёленный янтеграль? 4, Что такое неопре- 
лЬлеивый интеграль? 5. Какое геометрическое значеше имфеть опредъяенный 
интеграль? 6, ВЪ чемъ состоять различныя геометричефя интерпреташи на- 
чальной фуницщи и ея производной? 7. Канимн способами можно вычиспить зна- 
зеве первообразной функщи при какомъ-пибо значени аргумента? 

8, Какимъ образомь вычислена опредъленнаго интограла можеть быть све- 
дено къ неопредьленному интегрирован? и какое значеше инфеть это сведен 
для геометрической задачи вычисленя площадей? 9, Въ чем состоять освовныя 
свойства опредфленныхь янтеграловь? 10. Каковы общы правила неопредёлен- 
наго интегрироващя и какую цфль эти правила пресафдують? 11. Основныя 
формулы интегральнаго исчисления? 12. Какую особенность должно отмЪтить при 
преобразовании опредфленнаго интеграла способомтъь введеня новаго пере- 
мфынаго? 


Теорема Ролля и теорема Лагранжа, 1. Въ чемъ состоять тео- 
рема Ролдя и теорема Лагренжа о конечныхь прирашеняхь? 2. Какое значе- 
не имьеть теорема Лагранжа для обоснованы интегральнаго исчислен!я? 


УПРАЖНЕНТЯ. 


Дифференцирован!е фуниц! и. 


и. 


1. ужи 


19. уз (а 8). 


3. уе УГУ. 13, у=е 


а5тт 


4. ум. 4. 


15. уе. 
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ое в 

аа 7. узо. 

2. 9=3(е е }. Ув 
8 уз. 18. ушу а. 
э- узну в УГ . 19. уров 
Мы. _ 1 
10, уе. 20, узежсю 


Отьты: 
8) = 11} усе», 
2 й 1 . 7 = 1 В 
Би ры’ ит: М рр 
1 
в ут а: 20) ря 


21. Вырьзать изъ бумажнато круга ралуса @ секторъ такъ, чтобы изъ него 
можно было сдълать хонусь (воронку) наибольшаго объема. Какъ великъ цен- 
тральный уголъ © (черт, 226) этого сектора 

Е р важь зеликь ралусь зоваыя а образ 


ваннаго конуса? 


< з 
хр от вна\ #298. 


Черт. 226, 


22, Построить равноберренный треугольникь АВО 
(черт. 227) ваибольшей площади, дьБ вершины котораго 
Ви С лежать на параболь у? — Эра, а третья 4 на ея 
оси на разстоящи @ отъ вершины. 


Отв. Абсщисса точки В: 


Постровнте графикъ фуниц!й, 
23. уе ° 25. уае 


2. уе 26. ужзивх. 
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Интегрирован:в помощью оснонныхь формулъ. 


27. [езщь = Зачьо. 30. на) 
28. а оны, 31, [изме 


а — ЕН 
29. [уз - зао. 32. к За 


Интегрирован!е помощью введен:я новаго перемн- 
наго. 


33. [отл р 4-6. — Ужазаше: То. 


Ро | —® дз С. = Унаане Печень или Зы, 
УЕ 


35. еше ры. Указана вые. 
36. РО = миле. Указание: 1-7). 
} 
2 [224 Указание: въ ъ + 
зи. р —мачя-с. ата о фореиалы 


38. [рее 4 (узте С. 


эх 


39. № = бро --С. 


08 4» 1 . , 
40. ария риоя, 


41. =09 (ате 19 29-0. Уназане: (ат фт, 


у 4 
} Я 2 ам 9х 
ОТ 


е . 
42. = агс 19 4(7)-- С. Указаме: #=47). 
[ей т аичо- и” 


4 
= —2-с. 
43. д < ря = ге "29 
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т утес. 


44 ть 


45. еп в. 


46. ато вт +) С, Указание: # = 9%). 


41. ат зн 2-1 С. 


22 4х р 
ыы ла тео или 2) += УГ. 


Инлегрирован\е ло частямъ. 


49. избе = и=-— 0-0. Указане: иди, ра. 
50. фе-левнея-м-9-с. о па дозе ав, 


г. ЕС. В казане: изм я, @ = зи ак, 
51. } ай 2х =- т +6. посхЬ подъ интеграломъ е0з%е 
замфняется черазь 1 эй а. 
52. | ей ее = С, 


Указана: 


83. ро ааесивми аа ов а аи = -- С. я, одет, бт = ве. 


; г 2х 'Указаше: 
5. | 2 = зу гене -- 0. 


Вычислен!е опредфленныхь интеграловъ, 


$5. Опредфлить илошадь гиперболическаго сектора еъ вершиной въ начал 
хоорлинать и дугой равносторонней гиперболы (зу =1), один нонецъ кото- 
рой имфеть абециссу 1, а другой м. 


Отв. пя, ОДВ = т, 


$6. Опредфлить иплощаль, ограниченную дугой параболы ` 


6 


и осью абециесъ въ предфлахъ оть 0 до 4. 
Ога. 15%45 кв. ед. 
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57. Опредфлить точки пересбчешя параболы 
у -—62+5 


съ осью абецисеь и вычислить плошадь, ограниченную 
дугой параболы и осью абецисеъ (черт. 228). 


Отв. Точки пересёчены: (1:0) ‘и (6;0}. 
Плош, — 10%} ив, ед, 


58. Вычислить опредфленные интегралы: 


1 2 
=) ее ь еле: э| 


= 
+ л 

о [а 0:в. Эт; 1 
, 


з 
энг ал; 9) | оз; 
5 
т 


9: 9991; 98. 
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ГЛАВА \. 


ДОПОЛНЕНЯ КЪ ТЕОРМ ОПРЕДЪПЕННЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ. 


{Обобщеня, приближенное вычислене и оцфниа), 


$1. Интегралы съ безконечными предфлами. Въ опредфлени ин- 


теграла р Их)4т предпопагалось [гл. №, 8 4], что предфлы интегри- 
рованя а и $ числа конечныя и подъинтегральная функшя [{2) въ 
интерваль (а, 8) непрерывна. Поэтому мы не имфемъ пока права 
говорить объ интеграл функщ!и, если не выполняется хотя бы 
одно изъ вышеприведенныхь условй. Но соотвьтствующимъ до- 
полнешемъ можно распространить опредфлене интеграла и на ТЬ 
случаи, когда интервалъ интегрирован!я безконечно великъ или 
когда подъинтегральная функщя испытываетъ разрывы непрерыв- 
„ности въ предфлахъ интегрированя. Такимъ образомъ мы получимъ 
обобщенные или несобственные интегралы. Раземот- 
римъ изъ нихъ сначала интегралы съ безконечными предьлами. 

Пусть функшя опредфлена для. всякаго конечнаго значеня 2 
бёльшаго < и непрерывна въ интервал% отъ & до со. Таковы, напр., 
будуть функщи 2-\, вт, зт (7); но не таковы функщи У 1 — #7, 
атсзтх или атс соз т, которыя имфютъ дЪйствительныя значешя 
лишь для |х|<1. Дия всякаго конечнаго значешя верхняго 
предёла х->а интегралъ такой фуниШши существуетъ, суще- 
ствуетъ для нея и непрерывная первообразная функшя $(2) [ги. 1, 
8$ 4, 91 т-е. функщя, имъющая производную равную даниой функий 
$' (2) =). По основному предложению (ги. [\, $ 8] имбемъ 


[о == [=] 9—0. 


Если это выражене при безгранично увеличивающемся 5 стремится 
къ опредьленному предфлу, то предфль зтотъ и называется ин- 
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теграломъ данной функыи въ предёлахъ оть & до со: 


До и, а о во Фед. @ 


“Такимъ образомъ, вычислен{е опредфленнаго интеграла \^ (д)4т 
‘требуетъ двойного безконечнаго процесса: во-первыхъ, интегриро- 
завя въ первоначальномъ смыслЪ и, во-вторыхъ, перехода къ пре- 
ДЪлу въ полученномъ вырежени при безгранично увепичивающем- 
ся х. Геометрически (* =) @2 означаеть измёряеную отъ ныкоторой 
начальной ординаты площадь, закпюченную между кривой у= 
и осью абсциссъ, распростирающимися въ попожительномъ направ. 


лени до безконечности. 
Согласно съ предыдущимъ обобщешемъ понятя опредфленнаго 


интеграла имфемъ также, если функций /2) соотвётствующимъ обра- 
зомъ опредёлена, 


она { "даа лош- т ) ат 


Примьръ 1. Вычислить изифряемую оть оси ординать площадь, ограня- 
‘ченную осью абециссъ, продолженной въ положительном напраалени, я хризой, 


данной уравненень 


Разсматриваемая кривая, какъ видно изъ ея уравнения, имфеть наибольшую 
ордивату при 2=0, симметрично расположена относительно оси ординать и 
асимехотнчески приближается хъ оси абсциссъ (черт, 225). Опредфляемая пло- 
чшадь равна интегралу раэсматривземой функийи, взятому въ предфлахь оть нуля 
до безконечности: 


“& Е “= вт | атс = | = Нттасы = = 2 
Га) ГР р Яя | таня = 5. 
о ° 


Вся площадь, ограниченная данной кривой и осью абоииссъ, равна интегралу 
той же функщи, зятому оть —-00 до --00, и такъ какъ попъинтегральная 


28* 
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фунищя чехна") (кривая симметрично расположена относительно оси ординать), то- 


+= =» 
2-2 в 
а-*) гра 
-= О 
Примфръ 2. ычнолить =. По опредьленйр имфемъ 
51 


Примфръ 3 Вычислить (ав же. По опредфпению нмфенъ 


ола = № ==] = вт [Не]. 
о о 


=. за 


Но 08% при безграничномь возрастани = не стремится ни иъ накому предфлу и 


лотому снизолъ $ ата ар ие имфетъ опредфленной величины, не имфетъ зна- 
» 


чевы, 


82. Интегралы прерывныхь фунвщй. Если функшя Д(=) непрерывна 
внутри интервала (26), но прерывна въ обоихъ или въ одномъ 
изъ концовъ его, то нельзя говорить объ опредвленномъ интеграль, 
этой функши въ предфлахь отъ & до Ь, опираясь на данное выше 
[гл, №, 8 4] опредълеше интеграла, ибо колебаше фуккши (М; — т; 
въ концахъ интервала въ случаъ прерывности не безконечно мало, 
какъ предполагается въ зэтомъ опредълени (стр. 353). Но можно 
соотвётствующимь дополнешемь распространить это опред®- 
лене и на этотъ случай. 

Пусть функшя К=), непрерывная внутри интервала (26), испы- 
тываеть перерывъ въ одномъ или обоихъ концахъ этого интервала. 


*) Если (3) функыы четная, те. {) = (— 2), то графика ся симметрично 
расположена относительно оси ординать. Нъ силу этой симметр!и интегралы 


9 В 
} Даа в { Пед а= равны, такъ какъ для наждаго элемента одного най- 
-—. о 
ддется соотвьтственный и равный ему элементь другого, и нотому 
а . 


о „ - 
}ю= = лов 2 | Ка) 4. 


ъ 
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Если @<<®, та въ интерваль (а-- 2, 5—1), гдЬ ё и 1 достаточно 
и сколь угодно малыя положительныя числа, разсматриваемая функ- 
ц непрерывна, непрерывна и въ концахъ его, интегралъ этой 
функши существуеть, существуеть и непрерывная перзообразная 
функшя $Ф(=2) *). Сльдовательно, по первоначальному опредъненю 
и основному предложен имфемъ 


5—1 $ 
[юг [ дю] ва 9-9. @ 
Чае а-|е 


ПредЪфлъ этого выражея при ви 2, стремящихся къ нулю, 
эсли только этоть предфлъ существуетъ, и называется въ обобщен- 
номъ смысль интеграломъ оть а до & данной функши: 


ь „5—1 
[вы = Поза вн] 6—1) — +5]. © 
в ре а-|-= 


Первообразная функшя Ф(т) опредьлена и непрерывна, какъ слЪ- 
дуетъ изъ первоначальнаго опредфленя интеграла, внутри интер- 
вала (4$). Если т Ф(а--5) и т (6—1), при еи 1 стремя- 
щихся къ нулю, существуютъ, то подъ Ф(а) и Ф(Ь) мы и будемъ 
разумфть соотвфтственно эти предфлы: 


128 Фе -- 9—9, т 6—1) - Ф05) [Е 
+= 1= 


Такимъ образомъ и для обобщеннаго интеграла иметъ мЪето основ- 
ное предложеше: 


ь ь-4 
{ Из ат = в Дз) @е = ФФ) — Фо). <) 
‘а 50а 


Въ частности, если функшя (22) прерывна вЪ одномъ изъ концовъ 
интервала (а, 8), будемъ имфть соотвётстаенно слЪдующе обобщен- 


*) Поль Ф@) можно разумьть, напр. Из) а, таЪ с канов-нибущь опре- 
щьленное. в 2 перемённое число изъ интернала (а, В): аеЬ на #<Ь. 
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ные интегралы; 


Ь ь 6 „ВЯ 
Ти ет | Ка ав, или | оны | Деда. 5 
а 


о о-в "а па 


Къ подобному же обобщенйо опредфлешя интеграпа приводитъ- 
и случай, когда подъинтегральная функщя Их) испытываетъ раз- 
рывъ непрерывности внутри интервала (а). 

Пусть Аз) прерывна при х=е. Внутри интерваловъ (ае} 1 (66) 
разсматриваемая функшя непрерывна и лишь въ одномъ изъ кон- 
цовъ хаждаго испытываетъ перерывъ. СлЪдовательно, по предыду- 
щему опредфленйо будемъ’ имфть 


в гв % ь 
[ль де = т ( ое и | К) аа = вт ( дада». ® 
а 20 а « сы 


Если эти обобщенные интегралы существуютъ, то подъ инте- 
граломъ отъ а до $ мы и будемъ разумфть сумму ихь: 


ь О ь «— ь 
| ® &- | ке Ка) а = ит | Ка) ат вт | 0%. 
й а е 2-0. ыы т 


Если первообразная функц, найденная, напр., путемъ неопре- 
дьленнаго интегрирования, непрерывна во всемъ интерваль (45), 
то существуютъ и не собственные интегралы оть и до е и отъ с 
до 8, а стало быть и отъ а до В. ДЬйствительно, пусть Ф\(х) та- 
кая непрерывная въ интервал (25} первообразная функщя данной. 


Къ интерваламъ (а, е—=) и (е-- 4, 8) примзнимо основное пред- 
пожен!е; 


„ве „5 
| бе -е-9— 90 в | ео а = 00) — 96-1) ® 
‘а * 4 


Переходя къ предфламъ, попагая & и 7 стремящимися къ нулю, по- 
лучимъ ` 


«— 


5 
[ { Дес = На Фе —®) — 99) и вы [ое вы Фе. 
в=0 ео = 


250 
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Но по условю предёлы Ни Ф(е — г)и Ит Че -- п) существуютъ: 
#—0 = 


бт 9—9 =0) по 9+1 = 90. 
==0 = 


Слъьловательно, интегралы оть д до 6 и отъ с до 6, а стало быть 
и отъ @ до $ существуютъ. 

Обратно, если существуютъ эти интегралы, то можно построить 
первообразную функшю, непрерывную во всемъ интерваль (45), 
полагая 


„= 


4) = | Кое дя вв и 
оф = [пов [оды дя в«#56. (9 


При =, стремящемся къ с то и другое выражеше стремится къ 
одному и тому же предълу—интегралу отъ @ до с, который мы при- 
мемъ за значейе Ф(о: 


ры [пе = в [о аа <] = [пе =), [о 
ибо у 


и» {о ры р -ы «|- о. 


Поэтому основное предпожеше интегральнаго исчислены имфетъ 
мысто и для обобщеннаго на этоть спучай опредфленнаго интегра- 
ла. Дъйствительно, по предыдущему имфемъ 


в , 
[ое оо [певе= 00 — 00. аи 
По сложени этихъ интеграловъ получимъ 


ь 
[ы 4: = 96) — Ф@). 3) 
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Если бы несобственные интегралы оть @ до си оть с до 
не существовали, то, какъ слфлуетъ изъ предыдущаго, невозможно 
построить никакимъ способомъ первообразной функщи, непрерыв- 
ной во всемъ интервалЪ (45), а потому не могутъ имЬть мфста 
равенства (11), ибо Ф(с) не существуетъ, не имфетъ мъста поэтому 
и равенство (12). 

Если подъинтегральная функщя имфетъ не одинъ, но конечное 
чисио перерывовъ между предёлами интегрировашя, напр., при 
2=е,, 6,,..., 6, и интегралы отъ @ до в, отъ 6, до ©, ит. д. 
оть с» до В существуютъ, то сумма ихъ и называется интеграломъ 
отъ а до &: 


„В г 
й, Иваь = ы к Кг) а. 
или и ы 
3 - 
} ло к | п оон = [и 


:—9 
Для такой функши, для которой эти обобщенные интегралы су- 
ществуютъ, можеть быть подобно предыдущему построена непре- 
рывная первообразная функшя Ф(х) и имфеть мёсто основное 
предложенше интегральнаго исчисления: 


ь 
[ло = #0 — 90 (9 


Обобщенный интегралъ геометрически означаетъ такъ же, какъ и 
у 


Черт. 29 


въ первоначальномъ опредълени, площадь, но ограниченную соот- 
вЪтственно обобщению (черт. 229). 
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Если перерывовъ между предёлами интегрированя безконечное 
множество, то необходимы дальнёйния обобщеня. 


Примъфръ 1. Вычислить измёряемую оть оси ординать площадь, заклю- 
ченную между осью абсциссь и кривой, данной уравненемъ 


1 


=ут=в 


до орлинаты, соотвфтотвующей абсцисев х = 1. 


Разсматриваемая кривая (черт. 230) инфеть, канъ сл®дуеть 
изъ ея уравнешя, наименьшую ординату при 2=0 и заключена 
въ полобЪ между ординатами, соотвтствуюшими абсциссамь 1 
и — 1, приближаясь къ нямъ асииптотически, Опредфляемая пло- 
щадь равна интегралу данной функщи, взятому в предьлахь 
оть О до 1. Но при верхнем предЪль подъинтегральная функшя 
обращается въ безконечность, Согласно предыдущему киъенъ 


1—е 


вы 


Иа аге за = | = ви ато вв | — Е 
ео 2=0 
° 


Примфръ 2. Вычислить интеграль м =—"@т при и > 0. Разсмотримъ два 


случая в > 1, напр, не ин, напр, =. 


1 
1. Интеграль { 2-1 представляеть положительную величину, ибо подъ- 
} р 


интегральная функщя «9 для каждаго значены аргумента имЪеть положительное 
эначеше и р при интегрированти оть —1 ло -|-1 положительно. Не- 
опредфпеннымъ интегрировашемъ получавмъ 


Но основной формулы интегральнаго исчиелешя въ данномъ случаЪ примфнить 
нельзя, такъ какъ не только подъинтегральная фунишя 27, но и первообраз- 
ная — 4-1 эъ предлахь интеграши, именно при = = 0, обрашастся въ безнонеч- 
ность, Но если, не обративъ на это внимашя, мы примфнили бы основную фор- 
мулу вычислещя опредёленныхь интеграловъ, то получили бы невозмощный 


результать; 


я 
т.. положительная величина $ а? 42 равняется отрицательному числу. 
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Кривая у =х—®, камъ. видно изъ ея уравнешя, состоить изъ двухъ вЫтвей, 
симметрично расположенныхь относительно оси ординать, асимитотнчесни при- 
ближающихся къ оси ординать въ положительномъ направлении оси абециссь. 
одна яъ положительном, другая въ отрицательномъ (черт. 231). Разоматривае- 
‘мый интеграль выражаеть площадь, построенную на данномъ основащи, но ло 
оси у простирающуюся въ безконечность. Такъ какъ подъинтегральная фунншя 
въ предфлахь интегращи обращается эъ безконечность, то согласно опредёленю 
захого интеграла имфемъ 


к 
47 


2. Подобнымъ же способомъ находимъ и интегралъ ИЕ 


— 
а — п 


на аи] 


в 


— 


и" | з фе] + 3 = 


= 


Графика функши уд (черт. 232), будеть таного же вида, какъ и грз- 
фика фунищи у = 22 сътЬмъ только различемъ, что вЪтви первой быстрфе при- 


Черт. 282, 


ближаются къ оси ординать (съ уменышещемь абсолютной величины &) и ме- 
дленнье къ оси абсциссь (съ увеличенщемь ||). Повтому-то опредълйемая 
площадь въ одномъ случа попучается безконечно большая, а въ дру- 
гомъ конечная; порядокъ безконечности подъинтегральной фувкши 
въ первомъ случа больше, въ другомъ меньше единицы. 
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$ 3- Механичесыя нвадратуры. Формула трапешй и формула Симп- 
сона. Примфняя основное предложене интегральнаго исчисленя 
(гл. УЬ 8 8), мы сводили вычислеше опредфленнаго интеграла къ 
отыскантю первообразной функши путемъ неопредфленнаго интегри- 
рован:я. Но не всьгда, накъ мы уже знаемъ, первообразная функщя 
данной можеть быть выражена помощью элементарныхь функшй въ 
конечномъ видЬ и поэтому не всегда сведеше вычисленя опредЪ- 
леннаго интеграла къ неопредфленному интегрированю приведетъ 
къ рЬшеню поставленной задачи. Наоборотъ, тогда непосредствен- 
ное вычислене опредёленнаго интеграла по его первоначальному 
опредфленло 


й 
т > Па) 42 
® = 


можеть служить основашемъ изучен я и первообразной функции, по 
крайней мёрЪ такое вычислеше даетъ значешя первообразной фуяк- 
ци, соотвётствуюния различнымъ значенямъ аргумента (верхняго 
предфла въ опредленномъ интегралЪ). Но непосредственное вы- 
числене опредфленнаго интеграла по его первоначальному опредъф- 
пеню чаще всего можеть быть только приближеннымъ, именно, 
можно вычислить сумму У (=) Да, гдЬ $— 
число спагаемыхь этой суммы конечнымъ, другими словами — рас- 
полагая конечнымъ числомъ значенй данной подъинтегральной 
функщи. 

Иня въ виду геометрическое значен!е опредфленнаго интеграла, 
можно сказать, что приближенное вычислеше его сводится къ при- 
ближенному вычисленю площади, ограниченной осью абсциссъ, 
двумя ординатами и данной кривой, путемъ измърешя конечнаго 
числа ординатъ этой ограничивающей кривой. Такое приближенное 
вычислензе опредфленнаго интеграла или площади носитъ назваше 
механической квадратуры. 

Способъ трапец!й. Пусть интервалъ (а, $) раздъленъ на 
я равныхъ частей; обозначая каждую часть черезъ 4х, будемъ имёть 


Значешя функши при д. =а, 2, =а-- 4х, 2, ==а--24=,..., хнт=б 
вычислены, или, если мы имфемъ дёло съ графикой функши, ор- 
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динаты, соотвфтствуюция абсциссамь а, а-- 4х. а4+- 24% ит. д. 
измьрены. Обозначимъ ихъ черезъ 9, У;, 9,,..., 9, (черт. 233). 

Площадь АВРО выражается интеграломъ данной функщи. По 
опредфленно интеграла имфемъ 


+в 


# 5 9—н 
| Пед ат о а 451 | Де) де Лир 4х, 
* — ‘а = 
или 


#1 


ии... +]. (2) 


Если ордината кривой, ограничивающей измфряемую площадь, все 
время возрастаетъ или все время убываетъ, 
иначе--если производная подъинтеграль- 
ной функщи не мЬняеть знака, то одна 
изъ суммъ (1), (2) будеть меньше, а дру- 
гая больше вычиспяемаго опредЪненнаго 
интеграла, а потому среднее арие- 
метичес кое этихъ суммъ точнёе вы- 
ражаетъь этотъ интегралъ, иначе ближе 


Черт. 238. подходить къ измфряемой площади: 
ь 
$—в у» 
ии]. в 
Такимъ обравомъ, располагая величинами \,, У;,..., у» и величи- 


ной интервала $ —@, можно’ вычислить по формул№ (3) прибли- 
женно интегралъ $, Коах. 

Ту же формулу мы могли бы получить, опредьляя площади 
трапеций АСМИ, М, МХ, Х,...В,ВВР п складывая ихъ, те. 
опредфляя площадь многоугольной фигуры АСВХ. Дьйствительно, 


ъ 


пл. СВР 


и бе, и фа аи, 
я а Зи 


пиры] 
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Поэтому и способъ приближеннаго вычислены опредфленнаго ин- 
теграла по формулЪ (3) носитъ назваше способа трапец{й. 
Кривая, ограничивающая измфряемую площадь, замнена, при 
вычислени ея по способу трапещй, ломаной зписанной линей 
СММ.....ВЪ. При изгибЪ кривой выпуклостью, обращенной отъ 
оси абсциссъ, способъ трапешй даетъ площадь меньшую по 
абсолютной величин измЬряемой, и, такимъ образомъ, мы полу- 
чаемъ приближенное значене интеграла съ недостаткомъ. Но можно 
установить другую формулу для вычислешя приближеннаго значе- 
ня: интеграла съ избыткомъ и такимъ образомъ имфть критерй 
для оцнки точности полученнаго результата. Раздфлимъ для этого 
‘каждое изъ прежнихъ дёленй пополамъ. 
Такимъ образомъ, весь интервалъ (а, 8) 
раздёлится на 2я частей. Въ новыхъ точ- 
кахъ дъленмя проводимь и изм6ряемъ 
или вычиспяемъ соотвфтствующя ор- 
динаты. Перенумеруень всё измёренныя 
ординаты заново У У, 9,..:., но 0 
(зерт. 234). Изъ нихъ прежья ординаты 
будуть съ четвыми, а новыя съ нечетными 
указателями. Проведя въ концахъ новыхъ ординатъ касательныя къ 
кривой до пересфченёёя съ продолжешями сосъднихъ (четныхъ) орди- 


о тр а 


Черт. 234, 


натъ, получимъ рядъ трапешй съ общей высотой ев. Площади 


этихь трапещй 


$—а — $ 
ви, '\,..-, ‘Зы 


въ сумм дедутъь приближенное значене интеграла съ избыткомъ, 
если кривая въ разсматриваемомъ интервал выпуклостью обра- 
щена отъ оси абсциссъ: 


® 


[ла ичь +. НЗ] 9 


При новой нумеращи ординатъ формула (3), дающая приближенное 
эначене интеграла съ недостатномъ, приметъ видъ 


[о 2 
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Вычисливъ обЪ суммы (4) и (3'), можно опредфлить и степень точ- 
ности: каждое изъ этихь приближенныхь значешй опредЪпен- 
наго интеграла отличается отъ истиннаго на величину меньшую 
ихъ разности. 

Формулу (3') можно замфнить другою болфе удобною дпя вычи- 
сленй и опредфленя степени точности. Въ эту послфднюю такь 
же, какъ и въ формулу (4}, вой- 
дутъ всЪ ординаты съ нечетными 
‘указателями и кром$ нихъ толь- 
ко первая и послдняя. Эту но- 
вую формулу мы получимъ, опре- 
дЬливЪъ сумму площадей трапе- 
цй, параллельными сторонами ко- 
торыхъ служать у) и у, ии 
Черт. 285. Ур И У... Уна У 

Уи и 9, (черт. 235). Первая 
и послфдняя имфють высоту, равную ($—4):2н, а средёя вы- 
соту (6 — а): п. 


При выпуклости кривой, обращенной отъ оси абсциссъ, сумма 
этихъ площадей . 


ии, еа, ри 
ое иь.. 


ба ак 
28 2 


представляетъ величину меньшую измЪфряемой и даетЪъ такимъ обра- 
зомъ приближенное значен!е интеграла съ недостаткомъ: 


5_ 
Г» пе и рее Ев | 


или 
ь 


ое Е Фо. Ри + 


Обозначимъ выражеше (4) черезъ Г, выражеше (3!) чрезъ Т,а 
выражеме (5) черезъ 71,. Степень погрышности 1 и 1, можно вы- 


ГЛАВА У. ДОПОЛНЕНЯ КЪ ТЕОРШИ ОПРЕДФЛЕНН. ИНТЕГРАПОВЪ. 447 


числить заранфе, не зычисляя Л и 1. ДЪйствительно, 


РЕ = . ®) 


Нужно знать такимъ образомъ только двЪ первыя и двЪ посльдя 
ординаты. Эту разность 1,—.7, легко построить и графически. Со- 
единимъ хордами первую точку кривой съ послЪдней и вторую съ 
предпослфдней; эти хорды пересфкутъ среднюю ординату у» въ точ- 
кахъ Ри ©, ординаты которыхъ какъ ординаты серединъ будуть 


ыы 
2 2 


Слъховательно, 


во 


Строя прямоугольникъ съ основашемъ ($ —а):2н и высотой РФ, 
мы и представимъ геометрически размфръ, котораго не превосходить 
погрьшность. Вычисливъ заранфе степень погршности, мы можемъ 
опредёлить чиспо необходимыхъ десятичныхь знаковъ въ ордина- 
тахь (0,1, 3,..., 2-1, 2), и ТЬмъ самымъ избавляемся от 
ненужныхь и лишнихъ вычисленй. 


2 
Приифръ 1. Вычислить (2142. По основнымъ формуламь интег- 
: 


ральнаго исчислешя имъемъ 


По первоначальному опредфленю №72 есть показатель степени, въ которую 
нужно возвести е — 2118 ..., чтобы получить 2: 


= 


или (2718... =2: 25192. 


Но вычисление по этому опредьленио №002 практически граничить съ невозмож- 
ностью. Такъ, напримёръ, для вычисленя 1092 съ двумя десятичными знаками 
лришлось бы об® части опредфленнаго равенства возвесть в сотую степень 


(2.118 


Пришлось бы, такимъ образомъ, находить 21%, пришлось бы потомъ перамно- 
жать число е=2,118... само на себя до тёхъ поръ. пока че получили бы 
подхолящаго нь 2 числа. 
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Мезаничесия квалратуры дають возможность сравнительно легко опре- 


дьлить 1092 съ большою точностью. Дёлимь ннтерваль 6 —в=8—1=1, 
напр., на 16 равныхъ частей: 
22—16, 
Вычислимь предварительно предфль погрфшности по формуль (8): 
1 116 
=.) ®-Т, ии ми... 
Ув = 05 
14 
1 715 _ 14572...]_ 
4-1-щ` | т: ] = из... 
Такимъ образомь мы моженъ ожидать погрЬшности не болье 0,0013... и по- - 


тому для АЪЙСТЫЙ съ восемью ординатами достаточно знать по четыре десятич- 
мыхь знака. 

Выпуклость данной кривой обращена къ оси абсциссь и потому 1 больше 
1092, г Л меньше. При вызиспени 4 будемь послёдый оставляеный знакъ 
оржинаты увеличивать на единицу, а при вычислении 1, не увеличивать, хотя 
бы первый отбрасываемый десятичный знакь и быль больше пяти; этимъ 
мы внесемъ новую погрЬшность, во всякомь случаё ине превосходящую 
зв (0,0008 -{- 0,0008) -- 0,0001. Тажимъ образомъ 4002 можно вычислить по- 
мощью десити ординать у; ({——0,1,3,....13, 15, 16) съ погрьшностью, не прево- 
сходящей 0,0015. . 


ета. 
р В 
1+5 
091... в 
== 
16 
ив. у:= в =0,5975 ... 
16 _ о. 
и-я=0789... зе 06Ы... 
16 
ув= 18 = 055161 
Я ББ... 


6,6926 < | = 092 < 089. 
“ 
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“Среднее ариометическое 1) и 1 будеть отличаться оть 1079 меньше, чфиъ на 
Яр. 0,0045 = 0,0075, хотя оставтся неиззьстнымь, буеть ли оно больше или 


„меньше 098: 
з 


1002 = | 4 068 (съ ошибкой << 0.00075) 
ы 
„Истинное значене: 92 — 0.89314... 


Формула Симпсона. Еще лучшее приближеше при томъ же 
числ измфренныхь или вычисленныхь ординатъ даеть формупа. 
‘Симпсона. При составлеши формупы трапешй мы замфняли дан- 
ную кривую, ограничивающую измфряемую площадь, ломаной линей, 
По Симпсону замфняются части ограничивающей кривой дугами 
параболъ, соотвётственно подобранныхъ. 

Раздьляя интервалъ (а, 6) 
на в равныхь частей, разобъемъ 
измфряемую площадь на # по- 
лось ММ, РР,, РР, ЕВ,,... 
черт. 236). Въ каждой изъ этихъ 
полосъ проведемъ сверхъ того 
сраднюю ординату. Вычислимъ 
приближенно площадь первой 
‘полосы ММ,РР,, замфняя дугу 
МУР данной кривой дугою па- 
раболы 


У 


Черт. 236, 
У-А-- Вё-- См, <) 


`подобравъ коэффищенты 4, В, С тамъ, чтобы эта парабола про- 
ходила черезъ точки М, М, Р, т.-е. чтобы имфли мёсто слЬдующы 
соотношен!я;: 
№24 Вы -- бай, 
у =4-- Ва -- Са, 
и = А+ Вл, -- Сай. 


<Эти три соотношеня обращаются въ уравненя для опредълен{я не- 
извЪетныхь коэффишентовъ А, В. С. Но можно, не опрадьляя, ис- 
ключить эти коэффишенты въ окончательномъ результат. Такь 
хакъ точка №, лежитъ въ средин% отрЬзка М,Р,, то ж,= (.--т,):2 
зи соотнощеня (8) можно представить въ сльдующемъ видЪ: 


= 4-- 855+ Ом, 
Зи = 44-Е В (ть -- п) О (ей ин 5), [о] 
. 


№=4-- Ве, -- Си. 
29 
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Исходя изъ геометрическаго значеШя опредЪленнаго интеграла. 


имфемъ 


площ, ММ, РР, == ] Кг) 4в 


= 


и, замвняя кривую у== (а) параболой (7), получимъ 


[5 | 5“ + Вг-- са. 


Интегрируя, находимъ 


или 


2 


= 
| Кг) аз Ат) ЕВ 


ма 
} де т А-В д 5 ПОбуриь =] 


Какт, сяфдуеть изъ соотношенй (8!): 


64 -- ЗВ (0 -}- 2) -- 20-0 мита 2) = у 49, у». 


Слфдовательно, 
[лэ т чи +. 
Обозначая ы черезъ й, получимъ: 
= ь 
| ло де - у -4и в. ®. 


Подобнымъ же образомъ находимъ: 


[ен 


ыы ь 
| 9 шубы мы д. 
вы 


Складывая соотвфтственныя части этихъ приближенныхь равенствъ, 


и полагая 2) ==а, ах, 


®, получимъ-приближенное значеше из- 
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мфряемой площади или вычисляемаго интеграла: 


5 
ло [бин выа) 
. 


вли 
5 

| Ка) 42 — [ь ЗЕ н + 2ь- ре р ии э-- 4 а ---Р 5] 10) 
а 


Мы уже обозначили величину приближеннаго значеня интеграла. 
по формуламъ трапешй (4} и (3') соотвфтетвенно черезъ Ги 1,. 
'Обозначимъ соотвфтствующую величину по формул Симпсона че- 
резъ Г. Нетрудно убъдиться въ сльдующемъ соотношени этикъ ве- 
личинъ: 


Приимфръ 2. Вычислить приближенно число п 
пс формуль Симпсона, зная, что 


„ 1 
= 42 _. = 
[еанаюу», [ревет 
+= ы += ‘ Черт. 297, 


Кривая у = (1-28! имьеть видъ, указанный на чертежь 237. Раздьлимъ данный 
„ивтерваль 6 — а == | ва десять равныхь частей я вычислимь воотвьтственныя 
ординаты: 


= 05980000... 
= 1 зо 
уз = то = 0911431... 
1 
в 8 


1 
ид = 06... 


1 3.168656 * 
х2 


=. 5-5 0.559486... 
а —_ 
3.98156" *} 6,387812 
х4 
16,/72469478 


1) Для результата съ избыткомъ прибавияется нь послЪднему знаку 4. 
29* 
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а 


42 у = м 
= 1312 =. . 
р я 21 Е Г „5 -+ 6,337312 -|- пли] з 2,3561936 
° 


п _.4 . 34561986 = 94247744 


Зое 
5 Е — 31415918 


Сравнивая съ извьстнымъ значешемъ л *) полученный резуль- 
татъ, мы видимъ, что онъ точенъ до пятаго десятичнаго знака 
включительно. Но установить критерй для оцфнки ошибки, допу- 
скаемой при вычислени по формул Симпсона, мы могли бы только 
на основани разложеня функши въ рядъ; разложеше функИЙ въ 
ряды входитъ во вторую часть дифференшальнаго и интегральнаго 
исчисленй, 


$ 4. Ощьнна значеня опредфленнаго интеграла. Въ предшествую- 
щемъ параграф мы разсматривали способы вычислевя значеня 
того или другого опредБленнаго интеграла съ желаемой степенью 
точности, которой можно достигнуть, унепичивая число дъленйй раз- 
сматриваемаго интервала, Но часто, особенно въ вопросахъ теоре- 
тическихь, требуется знать только грубо приближенное зкачеше 
интеграла, знать только предфлы, хотябы и не близще между со- 
бой, въ которыхъ оно заключено. Для таного грубаго опредъленя 
значеня интеграла могуть служить сльдующя три предложеня. 

1. Если въ интервал (5-—@) подъиитегральная функщя (=) 
имфетъ наибольшее значеше М и наименьшее т, то 


5 . 
= <| 12) & < ма, <) 


откуда 
О 


| Ка) а2 =и®—а), м5 торхМм, (2) 
Функшя (2) предполагается непрерывной въ интервалЪ (аб) и по- 
тому принимаеть всякое значеше, заключенное между т и М; слЬ- 
довательно, существуетъ такое значеше & аргумента, заключенное 


между а и $, при которомъ значене этой функщи равно числу 
5 


[ юе-г®. 6-9, ъ ДЮ=и и а<ЕхЬ. (”) 


*) я 3,1415926536... 
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Это предложене мы уже имфли среди основныхъ свойствъ опредё- 
ленныхъ интеграловъ на стр. 364. 

При разбензи интервала ($ —а) на равныя части 4 = ($—а): п 
мы по опредфлено должны имёть 


— 


{ 10) № =>, Ви) 42 


а о 


‚и де [ Кед-- в +. ею) 


56-9 0-5 Е Аа) 
в з ’ 


или 


1 5 | в № 89+ ие... 1). 


Вторая часть предыдущаго равенства есть предфлъь средняго арие- 

метическаго равноотстоящихъ значенмй функши (=), а правая по 

предыдущему (. 

зывается средним значешемь функщи (2) въ интервал (6—2). 
ь 


Интеграль {И2) 4х геометрически означаеть площадь, извфст- 


нымъ образомь ограниченную (черт. 209, на стр. 365). Для полу- 
чендя средняго значеня функщи въ интервал @б нужно соотвфт- 
ствующую этому интервалу площадь раздблить на основане {ин- 
терваль) 6 —а. 


Примфръ 1. Вь какихъ предлахь заключается значене интеграла 


[3 


==, ды вр 
ут 


2ЕЕЕЕ въ интерваль (1—0) иметь при 


я 


Наибольшее значене фуякшя 


1 
=-=|- й 
И 
з нанменьшее при 2 = ; 
= 


[ее 


Сльдовательно, 
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Замъчаните. Разсмотрфнное выше предложеше въ форм ра- 
венства (1") есть не что иное, какъ теорема о конечныхъ прира- 
щеняхъ (стр. 340), только въ иномъ вид. ДЪйствительно, полагая, 
что . 
} Горах = Из) волю Р@) =, 


имЪемъ по основному предложен интегральнаго исчислен!я: 


в 
|} пода = Жо — 29. 


"а 
Въ силу же формулы (1") 
Э5 


| 94 = 20 - 9 -© 91%, ъ а<$<ь, 


или наконецъ, такь какь К} = Е (м): 
Е — Ро =Ф—щЕ®}. 


А эта формула и выражаетъ теорему о`конечныхъ приращеняхъ. 

2. Положимъ, что три функции $(=), К) 
и 4(=) таковы, что въ интервал (а, 8) 
имфють иЪфсто неравенства. 


<< у®. ©) 


Чертежъь 238 показываетъь геометрическое 
значене этихъ неравенствъ: графика фунх- 
ци (=) заключена между графиками функ- 
цй $(2) и %(2), не пересфкая. ихь въ 
предфлахь разсматриваемаго интервала. 

Ясно геометрически, что площадь, ограниченная кривой у — {(2)). 
будетъ какой-нибудь средней между площадями, ограниченными кри- 
выми У (2) и У= (а). 

ДЬйствительно, по условю {) — 9(#)>0 и ф@®) — Пю>о 
для всякаго значевя 2, заключеннаго между а и В. Поэтому пред- 
полагая в<ь будемъ имть 


Черт. 238, 


25 „ё 
ее е>о = | М® дм >, 


такъ накъ каждый изъ этихъ интеграловъ состоить изъ положитель- 
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ныхъ элементовъ, Изъ этихъ неравенствъ слфдуетъ 


Гиоь- вы 20 н о [о >о 


или 
ь ь р 
[ое | пав < | меда». ® 
"а в 3 
Если функщи 9(2) и $(х) таковы, что мы можемъ опредфлить 
их интегралы, то мы будемъ знать, межу камими предёлами за- 
ключень и интеграль данной функц. 


Примфрь 2. Ощьнить по этому способу опредфленный интеграль 
: 


д 
—я, 1 врл. 
[я = 


Такъ канъ въ разсматриваемомь случа 03а < мать, то имьють исто 
для этого интервала неравенства 
05" «а 


я поетому 


1 т 
У? уЕя 7 УЕ 


Отсюда, принфняя формулу (3), будемъ имфть 


а 
ош р 
[= > в У >| УЕ 


Производя, ЛЬ можно, интегрироваше, находимъ 


[- Р [мт] 


—— № _>0828.. 


22—10 или [тех 


; 
[ [3 
12 те 


3. Теорема о среднемъ значен!и интеграла. Нако- 
нець, можно предложить и такой способъ для приближенной оцнки 


интеграла. Положимъ, что подъинтегральную функшю (2) можно 
представить въ видЪ произведешя двухъ функщй $(5) и $(%}, при 
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чемъ одна изъ нихъ, пусть $(2), въ разсматриваемомъ интервал, 
(а, В) не привимаетъ отрицательныхъ значенй. Предполагается, что- 
2), +2) и ф(®) — функши непрерывныя. Пусть наибольшее изъ. 
всЬхъ значен!й функщи $(2) въ этомъ интерваль будеть М, а 
наименьшее 7. Поэтому для значенй х, заключенныхъ въ интер- 
валь (а, 5), имфють мЪсто неравенства. 


тсушфхм. 


Умножая на $(=), по услово не отрицательную величину при вся- 
хомъ значени аргумента въ интервалЪ (а, 65), будемъ имЪть 


то) < «ау < МФ - 


Предполатая, что а=36, будемъ имёть на основаши предыдущаго. 
свойства 


в ь О 
=| 9%< [иода < и [ бов», #. 


Если а>>6, то каждый элементъ каждаго изъ этихъ интегра- 
ловъ измнить свой знакъ и лотому . 


5 роб 
т | те) > | Кей» > | чув. (о. 


Если мы знаемъ значейя т и М и кромЪ того значеше интеграла 
функщи $(=), то мы будемъ знать и въ какихъ предълахь заклю- 
чено значеве интеграла данной функц. 

Можно написать далфе 


5 
ло = а, м т<ихИ. 


Такъ какъ функщя ф(х) въ интервалЪ (а, $) непрерывна, то при 
нЪкоторомъ значени аргумента она принимаетт значене ц [гл. П 


8 11, слёд. 3 теор.]: 
Г 


$ м а<ЕФЬ, 


‚ слёдовательно, 


й 5 
Гоа = т®) [боль . (5). 


Это равенство и составляеть теорему о среднемъ значен! и. 
интеграла, 
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Въ частномъ случа, положивъ $(2)==1 и, сльдовательно, 
Й=) =.@), получимъ разсмотрёниое выше соотнощене (1"). 


у 5 
| деень 6 [ ==. 6—9. 


Примъръ 3, Ощёнить интеграль (' 2% 42. 

Каждый изъ иножителей 24% и е`” подъинтегральной функши въ пред 
лахъ нитегрированя не принимаеть отрицательныхь значенЁи. поэтому любой 
изъ нихъ можно принять за 4(2). Пусть 4(0) == 21, а (2) = е—^", Для значение 
зргумента въ предфлахъ интегрировашя инфемъ 


ЗИ, ме. тыр он МЕР. 


Умножая члены этихь неравенствь на положительное число 28 42, будем 
инфть 
Я три, 
откуда | 
а 
| ар < 


ы 


а. 4 


УПРАЖНЕН:Я. 


в. | 


вт вх == 
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ГЛАВА УИ. 
ПРИЛОЖЕНЕ ИНТЕГРАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНЯ КЪ ГЕОМЕТРИИ. 


$ 1. Квадратура площадей въ прямоугольныхь и восоугольныхь ко- 
ординатахъ, Задачу измфреня площади, ограниченной кривой линей, 
двумя ординатами и осью абсциссъ, мы уже разсматривали при 
самой постановкЪ задачи интегральнаго исчисленя. Связь между 
той и другой задачей настолько тфеная, что самое назваще задачи 
измфрешя площади — квадратура — перенесено на задачу вычи- 
слен!я интеграла, и принято говорить, что вопросъ, хотя бы и не 
геометрический, сводится къ квакратурф, еспи удалось привести 
его въ интегрированю нЪкотораго выражен. 


1. Если ограничивающая кривая дава уравнешемъ у = Их) 
‚относительно прямоугольной системы координать, то площадь 
(черт. 206, стр. 335}, заключенная между этой кривой, осью абециссъ 
и двумя ординатами, соотвЪтствующими абсциссамъ в и $, представ- 
ляется въ видЪ опредфленнаго интеграла: 


ь ь 
те оне я Гу. Ге 
. ‘ 


Злементь этого интеграла /(х)@х или уйх представляеть площадь 
элементарнагое прямоугольника, который соотвътственно различным 
значенямъ х, заключеннымъ между аи $, мЬняетъ свою высоту, 
занимая различныя положеня въ измёряемой площади. 

Если кривая у=/ 2) пересфкаеть ось абсциссъ вт предълахъ 
интегрированя а, $, то интегралъ оть а до В дифференшала Кх)ах 
цаетъ разность площадей, расположенныхъ надъ осью абсциссъ, и 
площадей, расположенныхь подъ этою осью (стр. 350). 


2. Случай косоугольной системы координатъ. Огра- 
ничивающая кривая у—/=) можеть быть отнесена къ косоуголь- 
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ной системё координатъ. Въ такомъ случаф площадь 1, ограничен- 
ная этою кривой, осью абсциссъ и двумя ординатами, соотвЪтствую- 
щими абсциссамъ @ и 6, разбивается на злементарные паралле- 
лограммы (черт, 239), а не прямоугольники. . 

Высота элементарнаго параллелограм- 
ма равна узи, а площадь его уз со д, 
чтдЬ @ координалный уголъ, и потому 


5 
ито (у. 2) и 
. ним. 


Черт. 239. 


Примфръ. Вычислить площадь каного-либо сегиента параболы. Примем 
за ось абоциссь щаметръ, сопряженный хордф, служащей основащемь варабо- 
пическаго сегмента, а за ось ординать масательную зъ нонц% этого шаметра 
черт. 240). Уравнеше параболы, отнесенной къ этимъ осямы, имфеть вид 
у = 2618 (стр. 141). Ось абсциссь цьлить площадь сегмента Г на дев части 
Ди Б; для одной изъ нить у= У8р/ т, адля другой у = Ур; сльдова- 
тельно, обф части по абсолютной вепичинь раввы между собой и потому 


т ана [У „Изах = зы о УЗ Саи, 


тдЬ 1 абсцисса конечной точки дуги сегмента. Такъ какъ Ур’ г = ув то 


Са ‚За йа. 


Но 1 2 #8 о прадставляеть величину плошади па- 
раллелограмиа съ основащемъ разнымъ 2 и высо- 
той, разной основамю сегмента, а этотъ ларал- 
плелограммъ равновеликь треугольнику*), образо- 
ванному основащемъ сегмента и касательными къ 
Черт. 240. парабопЪ въ вонахь этого основаны. Такимь 

образомь, плошадь параболическаго сегмента равна 


днумъ третямь площади описаннаго треугольника. 


=) Уравнеще касательной и въ косоугольныхь ноординатахь иметь видъ 
у—м ==) @— 1); въ частности уравнеме касательной къ парабол® 
= р’ ныфеть вишь Уи = (2-2). откуда, при у=0, 2 == — 1, а это 
значить, что отрызокь аметра, заключенный между сопряженной этому д!а- 
метру зордой и касательной в конц ея, длится параболой пополамъ, 
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$ 2. Вычислеше площади, ограниченной замннутой кривой лингей. 
Изъ формуль предыдущихь параграфовъ можно вывести способы 
вычислешя площади фигуры, ограниченной замкнутой непересфкаю- 
щей себя кривой лишей. Разсмотримъ сначала фигуру, ограничен- 
вую двумя кривыми линями у, ==Д (2) и у, =[,(2) и двумя орди- 
натами, соотвфтствующими абсциссамъ а и $. Пусть въ интервапЪ 
{а6) соотвётствующя значешя функшй 
удовлетворяють неравенству у; < у, т.-е. 
кривая у, —={(2) отраничиваеть разсма- 
триваемую фигуру снизу, а вторая у, ==/ (#} 
сверху (черт. 241). Какъ видно из® чер- 
тежа 


Черт. 241. пл. А.В, ВЬ Аз == пл. АВВ 4, — пл. АВВ 41. 


СлЪдовательно, 
` й 


пл. А.В1ВьА, = | ре 


а 


Если ви 6 суть абсциссы двухъ посльдовательныхъ точекъ пе- 
ресфченя данныхь кривыхъ, то интегралъ (1) опредёляеть пло- 
зщадь, заключенную между дугами этихъ кривыхъ. Та же форму- 
па (1) даетъ возможность опредьлить и пиощадь фигуры, ограни- 
ченной замкнутой не пересфкающей себя кривой линей, если только 
съ любою прямой, параллельной оси ординатъ и заключенной между 
двумя параллельными этой оси касательными, эта кривая пересё- 
кается въ двухъ точкахъ. Таковы, напр., фигуры эллипса, круга и 
другихъ выпуклыхъ оваловъ. Изъ уравнешя такой кривой Р(х,у)-=0 
должно опредлить сначала двф ординаты у, иу,, соотвётствующия 

° одной и той же абсциссЪ. 


Примфрь 1. Опредьлить плошадь 7 ируга 2 -|- уз =, Изъ уравневца 
круга имвемъ 
и--2УЯ—м, и-ум-а, 


Сльтовательно, 


жа 
1= | (б-р =2 


Но 


[Мэв Я 
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Сльдовательно, 


+в 


12| У [ У ай | = пай, 


ЕЫ 


а 
Примфрь 2. Вычислить площадь аплипса а =1, Изь уравненй 


эллипса имъемъ 


пей и небу. 


& 


Слъдовательно, 


=? | `Из— 14а = паб. 
— ы — 


$ 3. Случай параметричеснаго представлен кривой. Если въ урав- 
неви у==К=л) (при прямоугольныхь осяхъ координатъ) абсцисса 
‘точки дана какъ нЬноторая функшя параметра {, то и ордината. 
ея будетъ нёкоторой опредфленной функшей того же параметра: 


= 


98, у=у®, гл 39 = Пе] @). 


При такомъ параметрическомъ представлен!и кривой вычислеше 
площади сводится къ вычислен!ю преобразованнаго интеграла (1) 8 1 
помощью подстановки х==ч$(0) и потому здЬсь нужно имфть въ 
виду тЪ услоыя и особенности, которыя были указаны (гл. У 8 14). 
въ вопрось о преобразован!и опредфленнаго интеграла помощью вве- 
деня новаго перемфннаго, Такимъ образомъ, если функШя $(8) 
—Ич(2)], а также функшя $(4) и ея производная $'(#) непрерывны 
въ интерваль (4#:) для #, соотвётствующемъ интервалу (45) для 2, то 

ь 


ь 
= [зв - [ чотюа. © С 
у мя 


Г у . 


Примфръ. Вычислить площадь Г. 9 ыы 
ограниченную одною нфтвью циклоилы. Черт. 242. 

Ливны, описанная точною окружности, ватящейся безъ скольжешя по пря- 
мой, называется циклоидой. Пусть точка 4, описывающая цикленду, въ 
начальномъ положени круга рашуса а была въ началь координатъ (черт. 242). 
За параметрь, опредфляющй положене точки М, примемъ уголъ 1, на который 
повернулся ражусь катящагося круга, идущ въ точну М, отъ своего началь- 
заго (вертикальнаго) положендя, Координаты точки М въ какомъ либо ея поло- 
жени можно выразить ьъ зависниости оть этого угла # и рапзуса а катящагося 
чруга. ДЪйствительно, пусть Р точка прикосновензя круга къ оси абсцисс, а 
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$ основанте перпендикуляра, опущеннаго изъ точки М на вертикальный радусъ. 
круга; какъ видно изъ чертежа 


ОУ- ОР М9, у-ММ=РА— 94; 


но согласно условфо и изъ треугольника МО ниъемъ 


ОР=РИ=о, М-ва, ЧА=асаё и РА 


Сльдовательно, 


в-а@— 51%, у=а(— 0035. 


Таково параметрическое представлеше циклонды, При измёненм угла & 
оть 0 до 21,2 измфняется оть 0 до 2та, а точна М опишегь одну вётвь цик- 
лонды. 

Опредълимъ теперь искомую площадь ТР Полагая у=а(1— 608) и 
4% - а (| — со в, буден имёть 


Зла л 
Т= | у = [о — сое дла. 
О . 


Но 
2х = 25 эл 
Гаара [аа [ни + | 505244, 
° . . В 
эл 2 эл эл 
@= [| =эл, сова — зи | =0, 
и Бы 
„2 эл . 2 „2х 
| | зов [ня +] вла 
* О ° 
илк 


2 2 


:[ = 
. 
„2 


Т= “| {1 — 008 {}* & = дла? -|- паз = Зла? , 
° 


„ал эт . 
| сини = [п-ова * [сена 
. ь . 


Тажимъ образомь 


1.6, искомая площадь равна утроенной плошади катяшагося круга. 


$ 4. Квадратура криволинейнаго сектора въ полярныхь коофдина- 
тахъ. Пусть кривая лин я дана уравнешемъ въ полярныхь коорди- 

натахъ 
7 = у), . и 
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ГДЪ т рашусъ-векторъ, а ф амплитуда, т.-е. уголь между полярною 
эсью и рашусомъ-векторомъ. Вычислене площади сектора, ограни- 
ченнаго двумя данными радусами-векторами и дугой кривой лин!и, 
можеть быть сведено къ вычисленю нЪкотораго опредЪленнаго ин- 
теграла, ` 

Площадь Г сектора ОАМ, начальный радусъ-векторъ котораго 
неподвиженъ, а послфдий перемфщается вмфстВ съ измёнешемъ ф, 
будетъ нькоторой функшей амплитуды ф; площадь сектора ОММ,, 
полученнаго при маломъ измфнени ф, будетъ приращенемъ этой 


функши: 
пл, ОМИ, = т 

При достаточно маломъ изнфнен{и амплитуды Аф эта площадь ОММ, 

будетъ заключена между круговыми секторами ОММ и ОМ,Р 

(черт. 243), гдь ММ и М.Р дуги круговъ радуса — одна ", другая 

„-Е №; если г возрастаеть вмфстВ съ увеличещемъ ф, то 


пл. ОМ < пл. ОММ, < пл. ОЩР, 
или 
пп. ОМУ < АТ < вл. ОМР, [2] 


Но площадь кругового сектора равна произве- ” 
дено радууса на половину дуги сектора; а дуга 
круга равна радбусу на дуговую мфру центральнаго угла: 


му 


пл. ОМИ = ОМ. 5 = 


Черт. 243, 


+4 


1 
574$. 8) 


Е 


ил. ОЖЬ = Ом, . МР. 


= р 4 фр. 8 


Предыдуния неравенства {2) принимаютъ поэтому видъ 


Ими, 


откуда 
тах 1 . 
ее, 


а посл перехода къ предёлу имфемъ 


ин 


из 
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Сльдовательно, 
ат_1 1 
Сы =а7 (4} 
прай в ата. 5 
Такимъ образомъ мы нашли дифференщалъ площади Г, разсматри- 
заемой какъ функщя амплитуды ф. Если начальный ратусъ-век- 
торъ, ограничиваюний эту площадь, соотвфтствуеть амплитуд 9), 
то 
Ф 1 а 
= 9-5} па. 5) 
41 9 
Примфръ 1. Вычислить площадь, ограниченную лемнискатой Бернулли. 
Уравневе ломнискаты въ Декартовыхь координатахь: 


ая ау. ® 


`Уравневе той же кривой въ полярныхь координатать получимъ, полагая въ 
уравнеми #76064, узтгатф (стр, 153}: 


пер, ии те каф *). 1) 


Ращусъ-векторь опишетъ четверть искомой площади, если ф мняется отъ 


п д 
ы 4 я 
11 1 
ты 1 аа 
т В) па У можна. 
“о ° 
л 
„4 
11 _ 42 
Черт. о г - 
ерт. 244. 47 1 | 
Слёдовательно, 
1=е. 


*) Изъ уравненуя (6) видно, что лемниската симметрично расположена от- 
"НОСИТЕЛЬНО осей ноординать, ибо 2 и у входять только въ четныхь степенях 
Изъ уразнешя (7) сльдуеть, что въ первой четверти > ибйствительная иеличи- 


п 


л 
а только при 2р «5 эли ф<: наябольшее эначеше по абсолютной ве- 


личниь рашуса-вентора будеть а; наибольшее значеше ординаты 


ЕЕ 
ИЯ 


‚по абсолютной величинь 1" соотвфтствующая абсцисса [2 == а\/со5 Эф . соё $] 


зу 
+ 


‚лемниската нифоть видъ восьмеркя въ горизонтальномь положеви (черт. 244). 


‘имфеть величину = 


Сопоставляя эт результаты, можно убъдиться, что 
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мулЪ аналитической геометри (стр. 31), будемъ имфть 


т 1 
пл. ОД Алу (ура лид == 5 [058 - Чу) — (23 4=д у] 


или по приведени 


6=0,1.% 8-1. 


Будемъ предполагать, что $’) и 4!) въ интервалЪ (&Т) не 
мЪняютъ знака, т.е. х=—$( и У=чф(0 мЬняются монотонно (не 
копебательно). При такихъ условяхъ какъ первая, такъ и вторая 
сумма по опредфленгю (стр. 356} стремятся къ интеграламъ и 
слЪдовательно, 


т 

пл. ОДЙ -еа- 

Этоть интеграль соотвбтственно тому, каково направлене (про- 

тивъ или по часовой стрьлкЪ) движешя точки по контуру огра- 

ничивающему площадь ОАДВ, будеть имфть положительную или 
отрицательную величину (стр. 32). 

Еспибы #=9(® ин уф) не подчинялись для данной дуги 

усповю монотонности, то мы разбили бы такую дугу на части. 

удовлетворяюция этому условю. 


Для каждой такой части имфетъ мфсто равенство (1). Складывая 
почленно эти равенства попучимъ, что и для всей дуги это равен- 


а) 


*) Точви, которыя разбивали бы должнымь образомь дугу АВ, соотьфт- 
ствують тЬмъ значешямь параметра #, которыя обращають 2ъ нуль производ- 
ныя $) и №0). Мы предполагаемь число корней той и другой произабдной 
конечиымъ. 
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Если КФ) однозначная непрерывная функшя, прининающая` при 
фЬ=2л то же значеще, что и при ф==0, то кривая, данная урав- 
‚ нешемъ у==Кф), будеть замкнутой и интетралъ 


1 2л 
Ч 
. 


даеть величину площади, ограниченной этимъ замкнутымъ кон- 
туромъ. 


Т= 


Примфрь 2. Уравиеще круга въ полярныхь координатах», если за полюсъ 
принять центръ круга, имфетъ видъ г=га, гдЁ а постоянная неличина, и такииъ 
образомъ не содержить полярнаго угла ф. Согласно предыдущему площедь круга 
опредфпяется слдующимь интегралом: 


$5. Площадь криволинейнаго сектора при параметрическомъ пред- 
ставяеши кривой. Площадь криволинейнаго сектора можно выразить 
также непосредственно въ декартовыхъ координатахъ, которыя бу- 
демъ предполагать функщями нЪФкотораго параметра & 


$0, у=30. 


Пусть при измфнени # отъ & до Т, функШи (9 и +00) и произ- 
водныя ихъ $’), 1’) мЬняются непрерывно; соотвётствующая 
точка опишетъ при этомъ дугу АВ. Если впишемъ въ эту дугу 
ломаную линю АА 4,...4;...А„_.В и будемъ сближать вершины 
этой ломаной такъ, чтобы каждое звено ея стремилось къ нулю, 
то площадь сектора ОАВ можно разсматривать какъ предфлъ пло- 
щади многоугольника ОДА, А,...А,...А,.В или какъ предёлъ 
суммы площадей треугольниковъ ОАА,, ОД, А,,...... ОА, „В. Бу- 
демъ обозначать координаты точки А; черезъ аз, у, соотвфтствую- 
щее значене параметра черезъ &, разность (приращен!е) двухъ по- 
слЬдовательныхъ значен!й &, д; у; соотвЪтственно черезъ Д&, Дз;, Ауй 


Ав, ба-щ =, пауз Ау;  @=0,12,...я), 


за=ь-- 4, хаыв а, уаи Ам. 


Опредъляя площадь прямоугольника ОА;А‚, по известной фор- 
Е 
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“ство имфетъ мЪсто. Предполагается при этомъ, что число частей 
конечно. Интегралуь (1) для такого рода дуги дает алгебраическую 
‘сумму положительныхь и отрицательныхь частей, что въ оконча- 
хтельномъ итог дасть площадь сентора, площадь, ограниченную ду- 
“гой и двумя радусами-векторами, идущими въ концы этой дуги. 

Если кривая 2=9(, У=ЧФ() замыкается, т.е. ф(&)==9(Т) 
и 2(4) = РСТ), то формула (1) дастъ площадь, ограниченную этой 
замкнутой кривой. 


Примфръ. Вычислить плошадь Г эллипса. 
Координаты точки эллипед можно выразить помощью параметра слёдую- 
щинъ образом 


2-== в 608, = за +. 


_Дйствительно, 


При изифнеми Е оть 0 до Фл точка (2.4у} опижеть весь эллипсъ въ напра- 
эвлени противоположномъ двяженНю часоной стрлки и потому 


э52я Эл: 


В еу-у = :] [2605 В сев — Бобы (а001)] 2 
= . 


т 


к 
% | (сов аа 
4 


$3 6. Выпрямлене дуги плоской кривой лини. То, что разумфется 
подъ длиною дуги кривой лини, должно быть опредЪлено 
такъ, чтобы имфть возможность копичественно сравнивать дугу 
кривой съ прямолинейнымъ отрёзкомъ. Какъ бы ни была мала кри- 
волинейная дуга, она несравнима непосредственно путемъ нало- 
жешя съ прямолинейнымъ отрфзкомъ. Подъ длиною дуги кривой 
лини по опредфленио разумфется предЪфлуь, къ которому стре- 
мится периметръ вписанной въ эту дугу ломаной. когда звенья 
ломаной при безтраничномъ увеличеыи числа ихъ стремятся къ 
нулю. При этомъ концы ломаной совпадаютъ съ концами дуги, а 
порядокъь вершинъ опредфляется икъ послфдовательнымъ распо- 
ложешемъ на кривой. 

Пусть дана плоская кривая уравнемемъь у==Их). гдЪ /(2) не. 
прерывная, имфющая производную, функц. Въ дугу .М этой кри- 
вой вписываемъ ломаную ЁА.4,.. А„-М; координаты 
вершины 4; обозначимь черезъь х; у; ($=0, 1, 2,..., я), при 
-чемь ж=а \=Ка) и 2-6 у,=КВ) координаты концовъ 

30“ 
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дуги ЕМ. По формулф разстоявя опредфляемъ эвено этой ломаной: 
ра =У вы ии и. 

По теоремЪ Лагранжа о конечныхь приращешяхь (стр. 340} раз-. 

ность у: — У; можно замфнить выражешемъ, содержащимъ произ- 

водную данной функши; 


аби бы 5) 28), оЪ «аа (рн. 
Сльдовательно, 


Арды = ера — 2) УТ-ЕТАЕОР кли 4 Аа-УГЫЙ Ро, 


тдЬ б==х,д-—а;. Обозначая длину измфряемой дуги черезъ $, бу-- 
демъ имфть согласно вышеприведенному опредёленю 


Ф=н—л 


8 > УНР, 


=> 


Но по опредьлевю (стр. 355) правая часть этого равенства пред- 
ставляеть опредьленный интеграль функщи У1 --[Р(®)Ё и потому 


сваю м 2 [| у 


Примфръ. Уравнеше 


опредфляеть такъ называеную цьпную линтю; форму 
этой лиВви принимаеть свободно подвышенная въ 
двухь точкахь однородная цъшь (черт. 245). При 2=0, учза будет мини- 
мумомъ функши у. Вычислить длину дуги АМ, ГАЬ точна 4(0,а) — вершина. 
цфлной лини, а М(, у} какая-нибудь ея точка. 


Черт. 945. 


Рьшен: е. 


Е 


зе 
пе" +2") 
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= КОМ +94. 
° 


д ь-1 | а В] -# Га а 5: 


Этоть результать приводить къ слёдующену свойству цёиной лины. Канъ 
овидно изъ чертежа, . 


еи-ЬМ та, или ФМ -узте. 


Не 
рр ПЕЛИ 
М мя . 
откуда: 


муза В 


ом = АИ. 


Такимь образомь проеншя ординаты точки 4 на касательную вЪъ этой точь 
равняется выпрямленной дуг АМ цёлной лиши (черт. 245). 


Задача. Доказать, что РО =а. 


$ 7. Элементь дуги плоской кривой. Будемъ разсматривать на 
кривой, данной уравнешемъ у== =), перемфнную дугу ГМ. 
Точку Г, имвющую координаты а и Ка), бу- 
демъ считать начальной неподвижной точкой 
зтой дуги, а точку М(х, у) перамьщающейся по 
кривой вмфст® съ измьнешемъ х (черт. 246). Длина 
дуги $ будеть при этомъ мЫняться въ зависи- 
мости оть измфненм х, будеть фувкщей х; видъ 
этой функши уже опредленъ въ предыдущемъ Черт. 246. 
параграфЪ: 


== [м Бу? 9. [6 


Если усповимся брать передъ радиналомъ положительный знакъ. 
то з будеть функщей всегда возрастающей, при х<<а принимаю- 
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щей отрицательный значешы, а при #4 положительныя. Диффе- 
ренцируя эту фуницю по ш, найдемь производную ея; а потомъ 
дифференщалъ или элементъ дуги: 


& УГ, в-® въ УГЕР, @- 


Принимая во виимане, что у’г-=4у, можно выразить элементь 
дуги черезъ дифференшалы 4 и 4у: 


&=У--ая. 8). 


Элементь дуги 43, какъ слфдуеть изъ опредьлешя диффереи- 
щала, является главною частью безконечно малаго приращеня 
дуги 4в и составляетъ также главную часть безконечно малой хор- 
ды Уля-- ду, соотвътствующей этой дугВ. Это послфщиее утвер- 
жденю вытекаетъ изъ слфдующей теоремы: 


Теорема. Отношене дуги кривой лини къ стягивающей эту 
дугу хордЪ стремится къ единиц® какъ своему предлу, когда концы 
дуги стремятся къ совпаденю. 


Доказ. Дъйствительно, пусть % и у координаты точки М кри- 
вой у) и х-|- 4%, у--4у коордилаты точки М, (черт. 241). 
Дуга ММ, равна 48, а хорда ИМ, —=уля-- лу. Слфдовательно, 


4, 


откуда на основаши равенства (2) 


Черт. 247. 


уя 
8 8. Выпрямлене дуги кривой при параметрическомъ представлени 
кривой и въ поларныхь координатахь. Пусть кривая представлена 


параметрически: #—$(), и). Опредфляя изъ этихъ уравнешй 
4х и @у будемъ имфть изъ соотношеня {3) 8 7: 


& =уая- ди = УхОр--рР ау 
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и слЬдовательно, 


ь ` 
| Уверяю, ® 


ГДЪ |, и & — значеня параметра для начальной и конечной точки 
дуги. 

Нетрудно также получить формулу выпрямлевя дугь въ поляр- 
ныхъ координатахъ помощью формулъ преобразоваюя декартовыхь 
коорлинатъ въ полярныя (стр. 153): 


ватеиф и о учезт ф. 


Дифференцируемь обЪ части этихь равенствъ, считая 2, уг и ф 


перемфнными: 
48 = 063 ф т —тзтф 4, 


д-р това, 


откуда 
428 — вой ф а — 25 обр эр 4 д -|- Пай р а, 
дут = 308 р Фе 27 сов ф оф 4 аф - Псой 44. 
Слфдовательно, 
а 
___ а 
= УЕ ао *) к з=] УНР а, (3) 
С) 


ТАЬ 9. и 9:-амплитуды концовъ измфряемой дуги. 


+) Эту же формулу можно получить непосредотвенно изъ чертежа (черт. 248) 
Пренебрегая малыми высшихь поряцховъ, можно кривопинейный треугольникъ. 
МР} считать за прямолинейный съ прямымъ угломъ при вершинь Р: 


Жи, =УиР-- Риз. 
Но 
И, -4, МР-=ьдь, РМ, = 4 
и слфловательно, 


в=УЙЕ 


Черт, 248. 


откура. 


445 ? 


т. и ея ри 
аи (= ; = утра я в ЕУЙЕИ цр. 
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$ 9. Выпрямлеше дуги пространственной кривой. Пространственная 
кривая, какь линя пересёченя двухъ поверхностей, опредёляется 
двумя уравнешями, которыя можно представить въ слфдующемъ 
видЪ: 


у=%®, г=ч(). и) 


Дуга пространственной кривой такъ же, какъ и плоской, опредф- 
ляется какъ предфлъ периметра вписанной ломаной, когда число 
звеньевъ безгранично увеличивается, а каждое звено безгранично 
уменьшается до нуля. Пусть въ дугу АВ вписана поманая 
АА, А, А-В; х,, у; координаты вершины 4;{#=0, 1, 2,..п); 
2 = а, х„=6 абециссы концовъ дуги АВ. 


По формул разстояня имфемъ ` 


ААУ — в ба Ри. ® 


Можно преобразовать это выражеше, замЪняя разности у,,:— И; 
и 2—2; по теорем® Лагранжа о конечныхь приращеняхт (стр. 340, 


Уна = (бы — 20 96), абы — 2) 48) 
и < 


А; Ана = вы в) Ут ОР--ОР, {2 
сах и Кам. 


гдъ 


Преобразуемь радикальное выражеше такъ, чтобы подъ знакъ 
радикала входило только одно значене аргумента, напр. &; интер- 
вала (1: 211). 


Два радикала УА и УВ, изъ которыхъ каждый не меньше еди- 
ницы, отличаются одинъ отъ другого меньше, чфмъ на половину 
разности подкоренныхъ количествъ, ДЪйствительно, 


-_ Ав м я МЯ | 51| д 
УВ ГУУ |511 4-8]. 


Примёняя это общее попожеше къ радикаламъ 


УГ-ЕРеР-НВЙР и УЕ ОР-НРе, 


изъ которыхъ каждый очевидно не меньше единицы, будемъ имфть 


У ЕТ = УНР «, 8) 
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при чемъ 


1515 : РРР — ВЗОР |5 М, 4) 


гдь М; пахниит, а т; ттт фунющи 5 [ОР, въ иитер- 
заль (2:2:)- 

ПослЪ такихъ преобразованй периметрь Р,„ вписанной лома- 
ной можно представить въ сльдующемъ ВидЪ: 


рен ва 


= У ИЕ а + ча, ©) 
= = 


тАЪ 9—2н:— 2. При переходЪ къ предфлу въ предположени, что 
#— © и 4;—0 (#—0, 1, 2,..н—1), первый чпенъ этого выраже- 
я стремится къ интегралу функши УГ-- Е, а вто- 
рой, т.е. У№,4:, къ нулю, ибо въ силу соотношеня (4) н опредф- 
лены интеграла, 


| т Заз; | 5 т $ | в1 6; Им ЯМА; — Вт тв, =0*). 


Такимъ образомъ дуга пространственной кривой можетъ быть 
вычислена помощью опредфленнаго интеграла: 


ь 
| ЕоЯаРЗЕВИе а» © 
Примьръ. Вычислить длину дуги кривой пересфченя двухъ цилиндров 


УЕ У8 н = 29, считая отъ начала координать до точки, абсцисса 
хоторой равна а. 


Если въ интеграл (6) верхи предлъ перемфнный, то дуга $ 
Фбудеть функшей верхняго предфла: 


Уна, г= 


Гура ЗЕЯ да = | аа -[ + Вен 


= | УГ-Н@ + Гоа ра» . ©) 


*) Предполагается, что $2) и 1^(2) фунющи непрерывныя; елфдовательно, 
фувкшя 45 [уе интегрируема. т.е. ХМ; и Х4, стремятся хь одному 
В 


предёлу 1 Эду 4=. 
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Дифференцируя этотъ интегралъ получимъ и производную и диф- 
ференшаль или элементъ дуги пространственной кривой: 


© -УГЕУРЕЫЫЙ # &-УГРОТ-Ебах @® 


Такъ какъь Ф'()ах=-4у и +'(2)4х-— 42, то элементъ дуги про- 
странственной кривой можетъ быть представленъ въ слфдующемъ 


видЬ: 
& =убярай нат. $) 


Зно выражеше является главною частью соотвётствующей 
безконечно малой хорды ул -- ду дя, ть Аза 
Лу=уча- у, да2.1— и. Дыйствительно, нетрудно убфдиться 
въ справедливости теоремы, аналогичной теарем® для дуги плоской 
кривой, изъ которой это положене- вытекаетъ. 

Теорема. Отношене дуги пространственной кривой къ соотвфт- 
ствующей хорд стремится къ единиц какъ своему пределу, когда. 
концы дуги сближаются до совпаденя. 

Доказ. Обозначимъ безконечно малую дугу черезъ 43; соотв®т- 
ствующая хорда имфеть выражеше \/23-- 411-12. Составляемъ от- 
ношеше дуги къ хордЪ и, преобразуя его, переходимъ къ предфлу: 


45 
. 43 ° . 4 & 
ит УЕ Г но УТУ” 
М+ (++) 


Но какъ сльдуетъ изъ выражен дия производной з'(8), числитель 
предыдущей дроби равенъ знаменателю. 'Слфдовательно, 


25 
пира аа 


Вт 


Если предфлъ отношешя двухъ безконечно мапыхъ величинъ 
разенъ единицЪ, то главныя части ихъ равны (стр. 264). Сльдо- 
вательно, главная часть безконечно малой хорды Уля д-р а 


равна элементу дуги 43, т.е. уфе - дя -рат, 


$ 10. Кубатура тфлъ. Вычислене объема, иначе — кубатуру тЬла. 
во многихъ случаяхъ можно свести къ квадратурь, т.-е, къ вычисле- 
ню опредьленнаго интеграла. Пусть требуется вычислить объ- 
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еиъ тфла, ограниченнаго нёкоторою поверхностью и двумя плоско- 
стями перпендикулярными оси абсциссъ х=а и #=6. Площадь. 
<Ьченя, перпендикулярнаго оси Ох, будеть мфняться вывстВ съ 
перемъщенемъ сЪкущей плоскости, т.-е. съ измънешемъ х, будетъ, 
слфдовательно, нёкоторой функщей $(х). Если эта функШя дана 
или опредфлена, то кубатура ТЬла сводится къ квадратурЪ. ДЪЙ- 
ствительно, дЪлимъ интервалу (а 5) на подъинтервалы 4, $, $,... 9+, 
вставляя между аи 8 рядъ точекъ х; 2,... п 


$=0,19,....8; ща, а, 5), 


Черезъ точки дьленя проводимъ скущя плоскости, перпендику- 
лярныя оси абециссъ, разбивая тЬмъ самымъ тЬло на рядъ слоевъ. 
Площади основашй слоя, соотвЪтствующаго значку г, будутъ $(2) 
и Ф(еа), а толщина 4. Замънимь каждый слой цилиндромъ съ 
тъмъ же основашемъ (д (&=0, 1, 2,..., в—1) и тою же вы- 
сотою 4. Объемъ такого цилиндра равенъ $(%)6, а объемъ Г» 
всъхъ такъ образованныхь цилиндров сумм слагаемыхъ вида 
$(=)8, гдЬ $ при переход оть одного сйагаемаго къ другому, 


принимаеть значены: 0, 1, 2,.... п | :1 
и 
ты = Зяеувь @ 
5 


Предёлъ этой суммы при безгра- 
ничномъ увеличени числа дъленй 
{2—0} съ одновременнымъ умень- . 
шешемъ до нуля толщины каждаго Черт, 245" 
цилиндрическаго слоя (4+=0), т.е. 
интегралъь функши $(2) въ предфлахъ отъ а до Ф и составить 
объемъ разсматриваемаго тЬла: 


лит 


Ут Т, = т (=) в: 
„а я 92) 


= 


2) 


Объемъ тьла вращен!я. Такимъ способомъ легко вычи- 
слить, напр., объемъ тла вращеня, пля котораго ось абсциссъ. 
служить осью вращеня (черт. 249). Дъйствительно, пусть т6ло обра- 
зовано вращещемъ площади, ограниченной осью абсциссъ, кривой 
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У—=(=), не пересфкающей оси Ох (у>>0), и двумя ординатами, со- 
отвЪтствующими значенямЪъ абсциссы х==а и =. Площадь пер- 
пендикулярнаго оси абсциссъ сфченя, какъ площадь круга радуса у, 
равна яу?. СлЪдовательно, ф(#}==л[(х)]?, объемъ элементарнаго слоя 
$ф(2)4, образованнаго вращешемъ прямоугольника М, М, МО 
{черт. 249), равенъ лу и 


ь 
ея [ и 


5 
я { Азур 4, 


Примфръ 1. Объемь шара. 1Паръ получается при вращени полукруга 


у=УяЯ— ая около дмаметра, служащаго осью абоциссъ, При интегрирование 
в мфняется оть — г до +: 


+ + = 
7-я июня | ея [| дя, 


3 


Примёръ 2. Опредфлить объемь сегиента параболоида, полученнаго 
зращенемь парвболы 5 = Эрх около оси ея, при высот сегмента равной ® 
{черг. 250). 


та | вая [ еде во, 
В ° 


Если вращается около оси 0х площадь, 
ограниченная двумя кривыми у, =={(2) и 
Е Ь(т) (у, 2,20) и двумя прямыми 
&=аи %-=Ь, то объемъ образовавшагося 
ТЬла вращешя сопредёляется какъ разность 
эбъемовъ двухъ ТЬлъ предыдущего типа: 


5 
Т=к | у? — у) а. 


Такимъ способомъ можно вычислить, напр., объемъ тла, образо- 
ваннаго вращешемь замкнутой плоской кривой лиши, не пересь- 
жающей оси абсциесъ. 


Примърь 3. Вычислить объемь тора. Торь получается вращешемь круга 
около не пересъкающей его прямой. Пусть центръ круга лежить на оси ордн- 
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нать, ла разстоянм й огь начала, а рашусь равен а: 
ау, 
— Иа 


Изъ уравнешя круга инфемъ у: = 
Сльдовательно, 


« “ 
У=я | уу = Ро Удар = 4, 


‘ибо 


{ Уи =. {половина площади круга стр, 461). 


Приведемъ теперь примёры вычисленя по формуль {2} объемовъ 
тьлъ, ограниченныхъ не поверхностями вращения. 


Примърь 4. Опредьлить объем» эллипсоида: 


Е 
= Е 


Уравнене эллипса, перлендикулярнаго оси абециссь сёчен на разстояны 2 
оть начала, ижфеть вихъ 


а площаль (стр. 461) 


"Следовательно, 


Примёръ 5. Даны два эплипса, лежаше въ перпендикулярныхь плосно- 
стяхъ Огу и Оу: 


пт 


вти=1 


Треугольникь АВС перемфнной формы перемьшается такъ, что плоскость его 
всегда остается перпендикулярной оси абециссь, вершины В и С остаются на 
первомъ эллияс\, а вершина А на второмъ. Опредьлить объемь тьла, образо- 
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вавшагося при такомъ перемёщени треугольника (тёло ограничено двумя ци- 
линдрическини поверхностями и плоскостью 02%). 

При данномъ значешн =, сторона треугольника ВО == Зу, а высота АН=. 
Слфлбвательно, 


5 
пл. ДВО и (йа, бо уу, 


Танимь образомь 9) = а) в 


+. +2 
Бе "4 
{ (а — а = ее 1- забе. 


а 


Принципъ Кавальери, Формула (2) настоящаго параграфа 
<лужитъ основащемъ тахъ называемаго принципа Кавальери: два 
-т%ла, заключенныя между друмя параллельными плоскостями, раз- 
. новелики, если свчены ихъ любою плоскостью, параллельной огра- 
ничивающимъ плоскостямъ, равновелики. Дфйствительно, объемъ 
того и другого тЬла выражается согласно условю однимъ и тЬмъ 
же интеграпомъ (2). 


$ 11. Компланаща поверхиости вращеня. Къ квадратурВ сводится 
‘и вычислеше или компланащя поверхности вращеня, ограниченной 
двумя плоскостями, перпендикулярными оси вращения. Пусть у== {&) 
уравнеше той лин, не пересёкающей оси абсциссь, вращеще ко- 
торой образуеть разсматриваемую поверхность (черт. 251). Вписы- 
ваемъ въ дугу АВ этой кривой ломаную АА, А,...А;...А,а В; 
:,у: координаты точки А; ‚ Ж№== абсциссы концовъ 
Ди В. Звено А; Ал при вращени описываеть боковую поверх- 
ность усфченнаго конуса: 


пов. (АзАьд = 2 ЗЕ. ДД = ая И лени 


Мы предполагаемъ, что у— +2) функщя непрерывная и потому 
принимает каждое промежуточное значеше между значенмями 


31 и Ул, а слёдовательно, и значеше равное #-Е Уч, 
Пусть 


Кё) = 


ЧИ, ры паи 


Кромь того, по теоремь Лагранжа 


Уифя 


ры) РЕ), г о 6 аа, 


Черт. 251. 


Такимъ образомъ 
пов. (41) = 2 ГВ) УТ-ЕИЕЙР а, 
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Эль д.-=ица--а,. Но по ТЬмъ же соображенямъ, кажя были при- 
мЬневы въ 8 9, имфемъ 


У ЕРЕЛР УТЕРИ <, 


при чемъ 
1935 { ИОВ ЕО } М, т, 


тдь М; тахипиит, а т; пИпипит функщи 1/, [['(2)] въ интервал® 
тижьза). . 
Поверхность $, образованная вращенемъ дуги АВ является по 


‹хпредьлено предфломЪ поверхности Р,„, образованной вращешемъ 
ломаной АД, А,...Ан.. Аа В: 


Е 


й 
ант р, = вт 3) за НЮУГЕРЫЙ дитя 35 за Ед в, 
= = 


Первое слагаемое по спредёлентю есть интеграль отъ & до $ 
функции 2л/К2) УТ--И’ЭВ, а второе стремится къ нулю. Дъйстви- 
тельно, пусть № наибольшее значеше функши [(х) въ интервал 
{2 5); въ такомъ случаЪ 


л М Пен 2,4, — №п Ем, 48]. 


АМ Е || 


ит Х0л ДЕ) а: 6 


Но ХМ; 4: и Хт,6; стремятся къ одному и тому же предфлу (мы 
предполагаемъ функцию [{'(2)]? интегрируемой), именно интегралу 
функщи [7(ж)Р. Сифдовательно, Ит У2л (5) в 6: =0. 

Итакъ в 
в в В, зы | УТРО 


или, принимая во внимаме, что Ца) ==у и УГУ? 42 48, 
= 


и Грудень [ у. 


Примфръ. Вычислить поверхность сегмента параболоила, лолученнаго 
вращещемь параболы уа => Рид около оси ея при высот сегмента, равной 2 


черт. 250). 


„ „ = 


вн [в эл Ур узттре- Уз [ 24-2 ]: 


. О ° 
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УПРАЖНЕНТЯ. 
1. Опредьлить площадь, ограниченную дугами двухъ пересфкающихся пара- 
боль у= 3-8 — 201 и о уеб ааа. 
Отв. 4 кв, ед. 
2. Опредфлить площадь нриволииейнаго сектора съ вершиной въ начал 
координать и гиперболической дугой (2у == 1), одинъ конець которой виъетъ 


абсциссу 1, а другой =, 
Отв, пл, ОАВ = у. 


3. Уравненю въ полярныхь координатахь + с0ф--@ представляеть. 
замннутую кривую, называемую кардюндой. Построить эту кривую и вычислить. 
ея площадь. . 


Отв. р поз. 


4. Уравнеше 2“ -. у? = За2у представляеть денартовъ листЪ. Полагая 
у:2-2Ъ можно предетавить эту кривую паранетрически, Когда # мёняется оть 
© до в, точка описываеть замынающуюся часть кривой, которая собственно и 
называется декартовымъ листонъ. Вычислать площадь 2того листа, 


от». За. 
В 
5. Опредфпить дпину одной вФтаи цизхлонды (8 3). 
Ото. в=8а. 


6. Опредфлить длину дутн логарномической спирали г = в оть, каной- 
либо ея точки (х, $) до полюса, 


Оте. р=УЕЕ,.. 


7. Опредьлить длину дуги пространственной кривой у = 348, 2 = 623 между 
точками, абециссы которыхь 0 и 1. 
Отв. = 7. 
8, Опредфлить объемь эллипсоида пращен!я: я) удлиненнаго; В) сжатаго- 
{сфероида) . 


От». У, = фай, т, = 


9. Опредфлить объемъ тЬла, полученнаго врашешемь одной иБтвИ циклои- 
ды скопо оси абсциссъ. 


‘паз. 


Отв. У = баба. 
10. Опредфлить объемъ тЬла, ограниченнаго параболическимь цилиндром 
3 = 2рх, плоскостью = у, плоскостью Олу и плоскостью и =а. 
ка 


Отв. 7=5 ` 


11. Опредьлить понерхность удпииеннаго эллипсоида вращения. ‚ 
" м ев 
От. Я = за [ур |, 


12, Опредьлить поверхность цикиомдальнаго тфла вращен:я, 


Ок. 3 И. 
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ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ОБЗОРЪ СОДЕРЖАВЯ ПЕРВАГО 
ТОМА. 


1. Главными идеями, установлен! ю и развитию которыхъ посвя- 
щенъ первый томъ настоящаго курса высшей математики, являются 
методъ координать, поняя функщи, предъла, производной и ин- 
теграла. 

2. Методъ косрдинатъ служитъ основашемъ аналитиче- 
ской геометр!и, основашемъ‘ изучен[я геометрическихь формъ по- 
мощью вычислешя. Координаты суть числа, помощью которыхъ 
опредфляется положене ‘точки на прямой (2), на ипоскости (2, у) 
и въ пространствВ (2, у, #). Смотря по тому, какъ интерпрети- 
руются эти числа геометрически, координаты могуть быть прямо- 
линёйными (прямоугольными или косоугольными) и криволиней- 
ными, къ которымъ какъ частный случай относятся полярныя ко- 
ординаты. Установлене той или другой системы координать состав- 
ляеть первую задачу аналитической геометри. 

Второй задачей является установлеше основныхь формулъ, 
дающихь возможность геометрическое измфреше и простЪйнИя по- 
строешя свести къ вычисленю. Таковы формулы разстояшя, фор- 
мулы для вычисленя координатъ точки, дёлящей данный коорди- 
матами своихъ концовъ отрьзокъ въ данномъ отношении, и формула 
для вычисленя площади треугольника или, общфе. многоугольника. 
Основныя формулы должны обладать общностью, которая и вывс- 
дится изъ правилъ дЪйствЙ съ направленными отрьзками. 

Третья задача аналитической геометри — интерпретащя 
уравненй. Перемфнныя или текушя координаты, не связанныя ни- 
какими ограниченями или зависимостями въ своемъ измЪнени, 
представляютъь всю совокупность точекъ, смотря по числу ко- 
ординатъ, прямой (1) или плоскости (2, у) или пространства 
(1, у, 2). 

Но если двЪ перемфнныя координаты связаны въ своемъ изм%- 
нени уравнешемъ, то на плоскости тёмъ самымъ выдфляется 
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геометрическое мфсто точекъ, лишя, соответствующая зтому урав- 
неню. Уравнеше, связывающее три текущихъ координаты, опредё- 
ляеть ‘въ пространств поверхность, а два такихъ уравненя—лино. 
Такимъ образомъ то, что въ алтебрь называется неспредфиеннымъ 
уравнешемъ или неопредьленной системой уравненй, въ аналити- 
ческой геометр!и представляетъ опредЪленную геометрическую форму, 
линю или поверхность. Изучеше этихъ геометрическихъ ‚формъ 
сводится къ изелфдованю соотвфтствующихь уравненй. 

3. Изсльдоване уравненй ‘первой степени въ этой третьей за- 
дач имфетъ особое значеше, сближающее этотъ вопросъ со вто. 
рою задачей. СоотвЪтствующя этимъ уравнешямъ геометричееня 
формы, т.е. прямая и плоскость—основныя формы геометрии, ното- 
рыя могугь быть поставлены на ряду съ эпементомъ пространства— 
точкою. Съ этими формами главнымъ образомъ и имфеть дЬло 
геометрическое построене и измёрене. Исходя изъ геометрическаго 
‚значешя коэффищентовъ уравнешй прямой и плоскости, устанавли- 
ваются основныя формулы, опредъляющя угловыя соотношены, 
въ частности перпендикулярность и параплельность. 
Сюда же относится и опредълеше разстоян!я точки отъ пря- 
мой или плоскости, Эти формулы выфстБ съ прежними основными 
и даютъ возможиость перевести геометрическую задачу на языкъ 
аналитичесьй, на языкь вычислешя и обратно—аналитическую за- 
дачу иллюстрировать геометрически. 

4. Изучеще уравнений степени выше первой представияеть уже 
спещальную задачу аналитической геометр!и, примфнене метода 
хоординать къ изслЪдованию новыхъ, болЁе сложныхъ, геометриче- 
скихъ формъ. Вопросъ здёсь можеть быть поставленъ двоякимъ 
образомъ. Та или другая линйЯ или поверхность опредфляется гео- 
метрически, и иа основащи такого опредёленя составляется ея 
уравнене, изсльдоване котораго приводитъ къ изученно свойствъ 
соотвётствующей геометрической формы. Такимъ способомъ мы 
изучали кругъ, элиипсъ, гиперболу и параболу. 

Второй путь изучешя формъ высшихъ порядковъ состоитъ въ 
полномъ изсльдовани общаго уравнешя данной степени. Эту 
цёль преслфдоваль въ настоящемъ курс® очеркъ общей теори 
кривыхъ второго порядка. Въ этой общей теори отмётимъ сл®- 
дующие пункты. 1) Изыскаше безконечно удаленныхь точекъ кря- 
вой приводить кь дискриминанту старшихъ членовъ уравне- 
Ня, дающему возможнасть различить по уравненю типъ кривой. 
2) Параллельное перенесеше осей координать даетъ‘ возможность 
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отыскать центръ кривой. 3) Измфнеше направленя осей координатъ 
призодить къ’ установленю понят сопряженныхь д!аметровь и 
главныхь осей кривой. 4) Установивъ типъ кривой, можно путемъ 
соотвЪтствующаго преобразован!я координать привести уравнене 
кривой къ каноническому виду. 5) Кривая второго порядка можеть 
быть распавшейся на пару прямыхъ (дфйствительныхь или мни- 
мыхъ). 

Въ пространствь въ настоящемъ чурсф ради краткости общее 
уравнене второй степени не изслЪдуется, а прямо даются уравне- 
ны въ каноническомъ видь, какъ опредьлешя соотвётствующихь 
поверхностей второго порядка и какъ исходный пунктъ изучешя 
вида ихъ, 

5. Понят!е функц!и является главнымъ предметомъ изу- 
ченя дифференщельнаго и интегральнаго исчисленй. Первоначаль- 
ное представлене о функШи мы получаемъ, если въ томъ или 
иномъ выражени, имБющемъ ариеметическй смыслъ, мы разсма- 
триваемъ какую-либо букву, какъ перемфнную величину, могущую 
принимать разпичныя значеня. Такимъ образомъ устанавливается 
соотвЪтств!е между значенями этой перемфнной величины, 
независимой перемфнной и величиною того выражения, т.-е. значе- 
ями зависимаго перемфннаго илн функщи, Признакъ соотвфтствя 
сразу приводитъ къ общему опредфленю понят функши. Но въ 
анализЪ соотв тств прежде всего опредёляется вычисленемъ. Поня- 
те вычислешя претерифваетъ рядъ обобщешй, соотвтственно обоб- 
щенямъ повят числа, Въ этихъ обобщеняхъ существенную роль 
игразть введеше въ элементарно -арнеметическя представленя 
безконечнаго процесса, переходъ къ предфлу. Съ поняпемъ 
предьиа тфсно связано поняте безконечно-малыхъ. Помощью поня- 
т предфпа и безконечно-малыхь изъ общаго поняця функщи вы- 
ляется класс непрерывныхъ функшй, изучен которыхъ предста- 
вляеть наибольний интересъ для приложенй, 

6. Въ изучени функцй, помимо ихъ классификаши, ставятся 
прежде всего вопросы о возрастани и убывами функши, о тах!- 
тит’Ь и пулнпита% ея. Для рышешя этихь вопросоеЪ вводится 
поняме производной, какъ предфла отношеня безконечно-малаго 
приращеня функщи къ соответствующему приращению независимаго 
перемённаго. Но существоване такого предфла не вытекаетъ съ 
цеобходимостью изъ непрерывности разсматриваемой функши; нужны 
для этого дополнительныя условя. Такимъ образомъ изъ класса 
непрерывныхь фувкшй выдфняется классъ дифференцируемыхь 


484 ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫ —ОБЗОРЪ, 


функщй, которыя собственно и имфютъ значеше въ приложеняхъ 
и ‘которыя разсматриваются вЪ настоящемъ курсф. Такъ кладется 
основане дифференшальному исчисленю. 

1. Чтобы избъжать въ’ каждомъ частномъ случаъ нахожденя 
производной согласно первоначальному опредфленю, устанавлива- 
ются обиМя правила дифференцироващя и основныя формулы диф- 
;ференшальнаго исчисленя, дающя производныя элементарныхъ 
функций. 

` В. Данная назальная функШя помощью метода координатъ ин- 
терпретируется геометрически какъ перемённая ордината точки, 
„описывающей нЬкоторую лин, графику разсматриваемой функши. 
Производная опредёляетъ направлев!е касательной къ этой графикЬ, 
а производная производной, т:-е. вторая производная, своимъ знакомъ 
Даеть указав!е о характерь изгиба ея. Такимъ образомъ первая 
и вторая производная могутъ дать полную картину хода изифненя 
начальной `функщи: 

9. Произведене производной на приращеше или дифференщаль 
аргумента называется дифференц!аломъ функщи и составляеть 
главную часть приращеня функши. Такимъ образомъ диффе- 
реншалъ представляетъ поняме параллельное понятю производной, 
но никоимъ образом не совпадающее съ нимъ. Подъ дифференци- 
ровашемъ можно разумфть и нахождеше производной и нахождене 
дифференщала, ибо одно можно свести .къ другому. Во многихъ 
случаяхъ удобн®е имфть дфло съ производными, но иногда необхо- 
днмо оперировать съ дифференщапами; дифференшальное исчисле- 
не тогда явно будетъ исчислещемъ безконечно малыхъ. 

10. Интегрирован[е, т.е. обратная дифференцированио 
операц!я, состоитъ въ изыскаши начальной или первообраз- 
ной функщи по данной ея производной. Простое обращеше фор- 
мулъ дифференшальнаго исчисленя не даетъ исчерпывающаго от- 
зЪта на вопросъ объ изыснани первообразной функши; нужно 
указать прямой путь вычисленя ея значен| Если интерпретиро- 
вать производную функщю какъ перемьнную, соотвЪтственно измЪ- 
нентю аргумента, ординату, то начальная или первообразная функшя, 
при какомъ-либо опредфленномъ значен!и аргумента какъ абсциссы, 
означаеть площадь, ограниченную осью абециссъ, графикой дан- 
ной производной функши и двумя ординатами, ипи точн%е — 
апгебраическую сумму такого рода площадей, расположенныхь надъ 
осью и подъ осью абециссъ. Такимъ образомъ вычислене значений 
первообразной функши можно свести къ вычислению‘ площади, 
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опредфленнымъ образомъ ограниченной, Это вычислене такъ же, какъ 
и вычислеше производной, представляеть безконечный процессъ, 
суммироване безконечно-малыхь слагаемыхъ, иначе вычислеше 
предбла суммы элементарных прямоугольниковъ, страмящихся за- 
полнить измфряемую площадь. Этотъ то предёль и называется 
интеграломтъ, полнфе—опредёленнымъ интеграломъ. Обратно, 
установивъ этотъ процессъ, мы могли бы считать его опредъляю- 
щимъ геометрическое понят!е площади. 

11, Опредфлевше интеграла, какь предьла суммы безконечно- 
малыхъ спагаемыхъ, можно примфнить не только къ функшямъ не- 
прерывнымъ и конечному ‘интервалу интегрировавя. Когда подъ- 
интегральная функшя въ предфлахъ интегрировашя испытываетъ 
разрывъ непрерывности или когда одинъ или оба предъпа стано- 
вятся безконечно большими, требуются обобщены, къ описанному 
процессу суммирования приходится присоединить новый переходъ 
къ предьлу. Такимъ образомь мы приходимъ къ понятю обоб- 
щенныхъ интеграловъ. Вычислеше интеграла есть безко- 
‘незный процессъ —переходъ къ предфлу; вычислене обобщеннаго 
интеграла означаеть двойной переходъ къ предфпу — предёлъ 
предъла. 

12. Интеграль, если у иего разсматривать верхый предёлъ 
перемъннымъ, опредъляетъ непрерывную функц! верхняго предла, 
оля ТЬхЪ его значенй, при которыкъ интеграль имфеть смыслъ, 
иначе существуетъ. Эта непрерывная функШя и будетъ первообраз- 
ной функщей данной подъинтегральной функши. Давая различныя 
значеня нижнему предЬлу интеграла, мы будемъ получать различ- 
ныя первообразныя функши, отличающияся одна отъ другой на 
какое либо постоянное. Общее рьшеше задачи опредЬлен перво. 
образной функщи но данной производной должно содержать проиэволь- 
ное постоянное и потому называется неопредфленнымъ интеграломъ. 

13. Для многихъ функци общее рышенше можеётъ быть найдено 
путемъ обращеня соотвфтетвующихь формулъ дифференщальнаго 
исчисленя или, какъ говорятъ, путемь неопредфленнаго интегри- 
рован!я. Такимъ образомъ получаются сначала основныя формулы 
‘интегральнаго исчислензя; къ этимъ основнымъ формуламъ помощью 
общихъ правилъ интегрированя и стараются потомъ свести, если 
это возможна, интегрироваз!е другихъ функшй. Но не для всякой 
функщи можно найти такимъ способомъ первообразную функцио. 
Въ такомъ случаб процессъ суммировашя является опредЪфляю- 
щимъ первообразную функцию и исходнымъ пунктомъ ея изучения, 
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14. Интегрироване, какъ обращене формулъ дифференшальнаго 
исчисления, и интегрироваше, какъ процессъ суммирования, находятся 
въ соотношен!и, устанавливаемомъ основнымъ предложешемъ инте- 
гральнаго исчисленя, по которому опредфленный интегралъ вычи- 
сляется помощью неопредфленнаго, какъ разность значенй какой- 
‘либо первообразной функши при верхнемъ и нижнемъ ` предфлахъ. 
Для приложешй это предложеше имфетъ существенное значеше, 
ибо здесь мы имъемъ способъ точнаго вычислешя безъ выпопне- 
ня присущаго задач безконечнаго процесса, который на самомъ 
ДЬЛЪ уже выполненъ, хотя и въ иной форм, при установлеши. 
основныхъ формулъ дифференщальнаго исчисленя. 

15. Къ процессу суммированя безконечно мапыхъ слагаемыхь 
сводится вычислене многихъ конкретныхъ величинъ. Такъ вычи- 
слене ` площади, дугъь кривыхъ лин, объемовъ и повержностей 
сводится къ интегрировано, и если неопредёленное интегрироване 
соотвьтствующихь функшй выполнимо, то мы имфемъ возмож- 
ность точнаго вычислевя этихъ основныхъ геометрическихь вели- 
`чинъ. 

16. 'Приближенное вычислене тьхъ же‘величинь основано на 
понят интеграла какъ предьла суммы (формула трапеций). Замфна 
подъинтегральной функщи бопЪфе простой подходящей функшей даеть 
возможность достигнуть лучшато приближеня (формула Симпсона). 
Формулы приближеннаго вычислемя интеграла иначе— механиче- 
ся квадратуры представляютъ также удобный способъ вычисленя 
значейй тьхъ трансцендентныхь функщй, которыя могутъ быть 
представлены какъ интегралы простыхъ алгебраическихь выраже- 
в; таковы, напр., функщи ух и атеухт. 

Такимъ образомъ введеше понямя интеграла не только расши- 
ряетъ поняте вычисленя, но и даетъ указаще упрощен й способовъ 
вычислешя, 

Заканчивая этоть обзоръ, мы отмётимъ въ заключеше, что въ 
установлен и основныхъ идей анализа: функщи, предЪла, производ- 
ной и интеграла, элементарно - математическая мысль получаетъ 
дальньйшее свое развит; а придавая помощью метода координатъ. 
этимъ отвлеченнымъ ‘понятямъ форму конкретныхъ представленй, 
подготовляетъ себя къ конкретнымъ приложенямъ. 
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А, Власовъ. Курсъ высшей математикн. 


Томъ 1. Аналитическая геометр. Дифференщальное и интегральное исчи- 
. сленю (первая часть), 251 черт., 486 стр. Москва, 1914 [перепл,]. 
Ц.Зр. 75 к. 


Томъ И, Элементы высшей алгебры. Дифференщальное и интегральное 
исчислене (вторая часть). Приложен!е анализа къ геометри. 
(Печатаетея), 

— ПЛивейныя системы коническихь сёченй въ ихь проективном и матри- 


ческомъ строенш. 85 черт. 208 стр. `Москва, 1901 (диссерт., отд. оттискъ изль 
`Учен. Зап, М. У]. 


— Полярныя системы зысшихь порядновъ въ формахь первой ступени. 
Опыть построешя геометрической леди, соотеьтотаующей пери алгебраических» 


травнемй и форнь. 12 черт. 186 стр. Москва, 1909 [иссерт., отд. оттискь изъ 
Учен. Зап. М, У.]. в” 


Теоря, зфроятностей, Леши, читанвый стулентамь Юридическаго факульсета. 
4 черт., 129 стр. Москва, 1909. (распродано). 


— Новый способъ построешя поверхности 2-го порядка по 9-ти даннымъ 
тозкамъ. 1906, $ стр. [Отл. отт. из» Матем. Сборя. ХХУ!, Ц]. 

— Ровтодтарь ив КопйЕовгарь, 5. 11.1906 гдензсвг. 4. Маф. и. Рвуз. 54 В, 
2 Н., Зераг.]- 


— О чисто-геометрическихь методахъ. 1912. 7 стр. Ютд. отт. Математ. Сборн. 
хх}. 


— Кашыя сторовы элементарной математики представляють денность для 
общаго образованя? Стр, 12. [ Отд. отт. ивъ Матем, Образоь, 8 1 за 1914 г.]. 

— Квадратура круга и цирнулятура квадрата. {Матеи, Образов. № 1 к №7 
за 1912 г, Очи. оттисков ивть}. 


А. Влосовх и Н. Глатодевъ. Собране зацачь ло высшей математик®. Мо- 
сква, 1914 *), Ц. Тр 


Лаилвех. Опыть философми теори вЪроятностей, (Езза: рНозорыЧие зат 1ва ргоба- 
$114). Популярное изложен зсновъ теор вфроятностей и ея прильжевй, Перез., 


А. 1, В. поль реданщей А. К. Власова, Москва, 1908 **), Ц, 1 р. 


Означенныя книги можно получить на складЪ т, д. Бр. БАШМА- 
КОВЫХЪ. Москва-Казань. 
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